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1 Einleitung zu zeitveranderlichen Signalen

Die Analyse von Signalen und Systemen sowie die Entwicklung ihrer Methoden
unterstreichen aullerordentlich deutlich die Aussagen tber die drei Besonderheiten der
Elektrotechnik.

Unabhangig von den immer schnelleren Verédnderungen der Technologien sind Vorgange
und Prozesse der Elektrotechnik grundsétzlich durch

o Intransparenz, die nur punktuell durch Messmittel aufgehoben werden kann,

o heute sogar noch stark zunehmende Komplexitat und

o eine deutliche Eigendynamik
gekennzeichnet.

Diese Besonderheiten wurden zu Beginn der AEP I (im 1. Semester) fir die Elektrotechnik
aber auch die Informatik, die Prozesssteuerung sowie weitere Bereiche (vergleiche [ 1 ])
angefihrt.

Der Umgang mit diesen Besonderheiten verlangt fir die Analyse von Signalen und Systemen
auf der einen Seite ein zunehmend abstrakteres VVorgehen und auf der anderen eine Vielzahl
von Methoden. Nur durch dieses ,,elektrotechnische Denken®, das auch nicht durch gute
Computerprogramme ersetzt (sondern nur unterstitzt) werden kann, wird diese Technik
gemeistert und der ihr immanente umfangreiche Gestaltungsspielraum genutzt.

Der Ausgangspunkt zur Behandlung elektrischer Schaltungen mit zeitveranderlichen
Signalen sind die Methoden zur Analyse elektrischer Stromkreise und Netzwerke (AEP 1).

Durch die Strom-Spannungs-Beziehungen an der Kapazitat und der Induktivitat fihrt die
Behandlung elektrischer Schaltungen (Systeme) bei zeitveranderlichen Strémen und
Spannungen (Signalen) zu Differentialgleichungen. Zur Lésung der Differentialgleichungen
sind je nach Zeitfunktion verschiedene Methoden erarbeitet worden. Durchgesetzt haben sich
insbesondere solche Methoden, die es gestatten, die Behandlung auf die Art und Weise von
Gleichstrom und Spannung zuriickzuftihren.

elektrische Schaltung — Differentialgleichungen—» L6sung im Originalbereich
Umwandlung mit

transformierten Transformation Ricktransformation
Elementen
transformierte Schaltung lineare algebraische — Ldsung im Bildbereich
Gleichungen

Ohm’sches Gesetz, Strom- und Spannungsteilerregel
Abb. 1.1: Schema zur Lésung mittels Transformation

Das Schema zeigt, welche Wege mdglich sind; dabei ist auf der blauen Ebene (Bildbereich
oder transformierter Bereich) eine Behandlung nach der Art und Weise wie bei Gleichstrom
und -spannung durchfuhrbar.

Entsprechend der notwendigen Methoden (Transformationen) ist eine Einteilung der Signale
nach ihrem Zeitverlauf erforderlich:



1. Sonderfall: periodische Signale
a Spezialfall: sinusférmige Signale
b andere Félle: nichtsinusférmige periodische Signale
2. Sonderfall: nichtperiodische Signale
a Spezialfall: endliche Zeitvorgange (einmalige Signale, Anfang und Ende sind
im Endlichen)
b Spezialfall: Zeitvorgéange, die bei ty (insbesondere t, = 0) beginnen
(Schaltvorgange, Ubergangsvorgange)

Es gibt leider keine Methode fiir beliebige Zeitsignale. In der Praxis haben (fast) alle Signale
Anfang und Ende im Endlichen (zumindest alle Nutzsignale). Die Félle sind also in gewissem
MaRe Idealisierungen, die praktisch erfolgreich angewandt werden kénnen.

Die Grundlagen der Analyse von Signalen und Systemen werden in dieser Lehrveranstaltung
entsprechend der Logik des Verstandnisses des Gegenstandes vorgestellt. Dabei wird
versucht, viele Beziige zur praktischen Nutzung aufzuzeigen, und diese werden mit
Ubungsaufgaben sowie einer Projektaufgaben vertieft. Im Vordergrund stehen diesbeziiglich
die

¢ Analyse von Signalen fur Schaltungen und Geréte der Audio- und Videotechnik sowie die
¢ Analyse von Prozessen, der Signaliibertragung und -verarbeitung.

Mit elektrotechnischen Prozessen bezeichnen wir VVorgange und Abldufe in Systemen
(Elemente, Gerate und Anlagen) einschlieRlich ihrer Intransparenz, Komplexitat und
Eigendynamik. Die Lehrveranstaltung ist fiir Studenten vorgesehen, die solche Prozesse
insbesondere analysieren, verstehen und bewerten kdnnen massen.



2 Periodische Signale
2.1 Schaltungen und Gerate mit sinusférmigen Signalen

2.1.1 Behandlung mit Hilfe der komplexen Rechnung

Der Ausgangspunkt zur Behandlung sinusformiger Signale sind die Eigenschaften der
Sinus- und Kosinusfunktion, ihrer Differentiation und Integration.

A ~
U;sinmt Ucosm(t-t,)

i 25
W \t'
, 0G0

T
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Abb. 2.1: Beispiel fir Sinus, Kosinus und ihre Summe

Da jede Summe aus Sinus- und Kosinusfunktionen gleicher Frequenz allgemein durch eine
gegenuber dem Nullpunkt verschobenen Kosinusfunktion (genauso Sinusfunktion) dargestellt
werden kann, wird in der Elektrotechnik die Kosinusfunktion® vereinbart.
ut)=Ucos(t-¢) | =Usin(t-p+m2)} mit p=ot,, ©=21/T
(2.1)
Die Differentiation ergibt:

%(Sinwt):(oCOS(nt oder %(COSwt)=w(-Sin(ot)

Wirde die Funktion gleich bleiben, ergédbe sich eine sehr einfache Methode. Das ist der Fall,
wenn die tatsdchlich vorhandene Kosinusfunktion durch eine imaginére Sinusfunktion

erweitert wird.
cos o t +[jsin o f]=e’*" mit  j=+-1

d L d .

— (€Y= joe'" dh |— nauso

dt( )= jo prand RIS

Jerat Lot gn [fdtot
jo jo

(2.2)
Anstatt einer Differentiation bzw. Integration wirde somit lediglich der Faktor jo bzw. 1/jo
erscheinen, d.h., es entstehen lineare algebraische Gleichungen wie bei Gleichstrom.
Welche Voraussetzungen mussen gegeben sein, damit diese Methode entsprechend dem
Schema in Abb. 1.1 genutzt werden kann?

e Es miissen lineare Bauelemente vorhanden sein 2.

1 Ein weiterer entscheidender Grund liegt bei der in ( 2.2) notwendigen imaginaren Sinusfunktion.
2 Nichtlineare Elemente ergeben ohnehin nichtlineare Differentialgleichungen, die im Allgemeinen nur
numerisch lésbar sind.



e Die Frequenz wird von linearen Bauelementen und bei linearen mathematischen
Operationen nicht verandert, ist somit const.

e Der hinzugeftigte Imaginarteil bleibt ,,separat* und kann nach der Losung wieder
abgetrennt werden.

Ferner ergibt die Transformation ® der Strom-Spannungs-Beziehungen (vergleiche [ 2 ])

u=Ri —>u=Ri
u=fidt Su=—i=j=i !
C joC oC
u=_L di —>u=joLi
dt
(2.3)
die Maglichkeit, Widerstandswerte analog dem Ohm’schen Gesetz zu definieren.
Definition: komplexer Widerstand Z und Leitwert Y
R =R X —— X, =olL
oC
-1
G =G Bc.=oC B =—
oL
Z =R+jX bzw. Y=G+jB
(2.4)

Damit sind folgende konkrete Lésungsstrategien flr sinusférmige Vorgange maglich:

elektrische Schaltung — Differentialgleichungen— L6sung im Originalbereich

Umwandlung Transformation Ricktransformation
mit mit durch Bestimmen
(2.4) (2.2) des Realteils
komplexe Schaltung lineare komplexe — Ldsung im Komplexen

algebraische Gleichungen

Ohm’sches Gesetz, Strom- und Spannungsteilerregel mit ( 2.4)
Abb. 2.2: Schema zur Lésung mittels komplexer Rechnung

Ein Beispiel zeigt die praktische VVorgehensweise und deren Vorteile bei der Rechnung.

UR Uc U i
— ~— S —/ S
— I~~~
R C
U cos ot

Abb. 2.3: Reihenschaltung von R, C und L mit einer Sinusspannung

1. Schritt: Umwandlung der Schaltung mit ( 2.4) und fir die Spannungsquelle durch
Hinzuflgen eines imaginaren Sinusanteils gleicher Amplitude, Frequenz und
Phase

¥ Komplexe GroRen sollen durch einen Unterstrich gekennzeichnet werden ( z.B.: u oder i).
* Nach Erweitern mit j entsteht im Nenner j> = — 1.
5 Bei der Bildung der Betrége fallen die negativen Vorzeichen natiirlich weg.
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Abb. 2.4: Schaltung im Komplexen fir die Reihenschaltung von R, C und L
Wie bei Gleichstromschaltungen wird der Strom nach dem Zusammenfassen der drei
Widerstande entsprechend einer Reihenschaltung mit dem Ohm’schen Gesetz berechnet.
0 eju)t
R+1/joC+joL
Damit liegt die Lésung im Komplexen bereits vor.

2. Schritt: Umformen in eine Schreibweise, die eine einfache Trennung in Real- und
Imaginarteil ermdoglicht.

Dazu werden jeweils Zahler und Nenner so umgeformt, dass Realteil und Imaginérteil
vorliegen (kartesische Koordinaten). Reine Faktoren und e - Funktionen werden belassen,
weil sie den n&chsten Schritt begunstigen.

0 ej"“ 6
R+j(oL-1/®C)

3. Schritt: Umformen der kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten

- A

X Zq’V R+jX=2Ze” mit Z=vR?+X?

»
»

Abb. 2.5: kartesische und Polarkoordinaten

. U elet . oL-1/oC
= — mit tang=———
JR? +(0L-1/0C)? e/

4. Schritt: Zusammenfassen aller als Produkte und Quotienten vorhandenen e - Funktionen
entsprechend der Regeln der Potenzrechnung.

Nach ( 2.2) kann dann von e’¥ = cos y + jsin y der Realteil durch Weglassen des jsin y
bestimmt werden.

i(t) = Ucos(ot—¢) . oL-1/oC

mit go=arctan
JR*+(@L-1/0C)’

(2.5)
Damit liegt die Losung endguiltig vor und es kann nun z.B. untersucht werden, wie sich die
Schaltung bei verschiedenen stationdren Frequenzen verhélt (nicht einer sich zeitlich
andernden Frequenz).
Der Preis fur diese einfache Art der Rechnung ist der Umgang mit komplexen Zahlen.

® Der Zahler wird hier belassen, da er bereits dem nachsten Schritt entspricht.

8



An der Losung ( 2.5) ist zu sehen, dass sich weitere Vereinfachungen anbieten. So kann diese
in zwei Teile zerlegt werden, von denen einer die Amplitude und der andere die Phasenlage
bestimmt.

A

. U 8] U
I= =—  bzw. I==
JR*+(@L-1/0C) [Z Z
Im{z} wlL-1/0C
Q,=@,—@, =@, —arctan ——arctan ———~

Re{Z

——

(2.6)
Dabei sind | sowie U Effektivwerte ’, Z = |Z| und im obigen Beispiel ¢, = 0. Das lasst sich zu
einer Amplituden- bzw. Betragsrechnung und einer Phasenrechnung verallgemeinern. Um das
auch bei komplizierteren Schaltungen zu realisieren, bieten sich die folgenden graphischen
Hilfsmittel oder Methoden an.

2.1.2 Behandlung mit graphischen Methoden

In Fortfihrung der Darstellung in Abb. 2.5 kdnnen alle Stréme, Spannungen, Widerstande
und Leitwerte als Zeiger in einer komplexen Ebene abgebildet werden.

Diese Zeiger sind als Vektoren in der komplexen Ebene aufzufassen. Dafur gilt:

1. Ineiner Ebene kénnen nur gleiche Elemente (d.h. Stréme oder Widerstande ...)
verarbeitet werden.

2. Die imagindre und die reelle Achse miissen mit dem gleichen Mal3stab eingeteilt
werden und haben wegen 1. die gleiche MaBeinheit .

3. Indiesen Ebenen kénnen Zeiger addiert (wie Vektoren) und subtrahiert (Addition des
negativen Zeigers) werden.

4. Zwischen den Ebenen kann relativ einfach umgerechnet werden (z.B..Y=1/Z —
Y=1/Zund oy = —@zoderU=Z-1->U=2Z-1und ¢, = 0z + ¢i).

5. Insbesondere bei Strdmen und Spannungen werden die Achsen in der Regel nicht
explizit gezeichnet, da ein Wert als Bezugsrichtung gewéhlt wird und die anderen
dann danach ausgerichtet werden.

6. Zum Vergleich der Richtungen ist es sinnvoll, Ebenen exakt Ubereinander
darzustellen. Dabei sollte eine deutliche Kennzeichnung erfolgen.

Fur das Beispiel aus Abb. 2.3 und Abb. 2.4 kdnnen die Widerstdnde der Reihenschaltung in
einer Widerstandsebene (Z-Ebene) addiert werden (Zeiger mit Richtung aneinanderhdngen).

I \Z - Ebene
—1/0C

z
oY R [“L .

Abb. 2.6: Addition von Widerstanden mit Zeigern

" Fur Sinusform 1 =1/42 und U = U/ /2 (siehe AEP I).
® Bei ungleicher MaReinteilung werden Winkel verfalscht.

9



Aus dieser Zeichnung kénnen Z und ¢z entweder bei exakter malstéblicher Zeichnung durch
Messen der Lange von Z und des Winkels ¢z ermittelt oder durch die sichtbaren Verhaltnisse
im Dreieck mit dem Satz des Pythagoras und einer Winkelfunktion berechnet werden.

> (coL -1/ oC )
Z°=R*+ (Q)L—l/COC) und fane, = =
Nun kénnen I und ¢, berechnet werden °.
|=Uiz= - ind g, =g, - g, =—arctan 2L~ 0C) 19

JR? + (oL -1/ 0CY
Die Darstellung aller Strome und Spannungen kann in diesem Beispiel am einfachsten mit
dem Strom als Bezugsrichtung erfolgen. Dabei werden die Ebenen des Stromes und die der
Spannungen Ubereinander gelegt. (Es kann naturlich fir beide ein jeweils eigener Mal3stab
gewahlt werden.)
\I - \U - Ebene

Ur=IR I
Abb. 2.7: Darstellung des Stromes und der Spannungen als Zeiger

Es ist zu erkennen, dass U, um 90° gegentber | vorlauft, dagegen Uc um 90° dem Strom
hinterherlauft (im mathematisch positiven Umlaufsinn — gegen den Uhrzeiger).

Bei einer Parallelschaltung von Widerstanden addieren sich die Leitwerte, das kann in einer
Leitwertebene realisiert werden. Treten gemischte Schaltungen auf, wird wie bei Gleichstrom
schrittweise berechnet.

i Ur Uc U it
= > — ~—— A — = >
izl ! R ' j(;)L
Ly 1 .
> U ej(x)t R2 I/J('OC

Abb. 2.8: Beispiel: Reihen und Parallelschaltung

Zur Berechnung des komplexen Gesamtwiderstandes von Abb. 2.8 kann in der Z-Ebene
begonnen werden. Das ergibt Abb. 2.6. Das Ergebnis wird in eine Y-Ebene invertiert
(entsprechendY =1/Z — Y =1/Zund oy = —¢y).

it \Y - Ebene
Qv i(PYges g
Y=1/2 Yges
Gzzl/Rz

Abb. 2.9 Parallelschaltung in der Y-Ebene

Y ges kann wieder nach den sichtbaren Dreiecksbeziehungen berechnet werden. Dazu bietet
sich das Dreieck der Seiten Im{Y}, (Re{Y}+G2) und Y gs an.

% Winkel des Zahlers werden addiert und die des Nenners subtrahiert (wegen der Regeln der Potenzrechnung).
19 Der Strom lauft also der Gesamtspannung hinterher — gegen Uhrzeigersinn gesehen.
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Im{Y
Re{Y}|+G,
Dabei sind natlrlich Re{Y}= Re{1/Z}=(1/Z)cosqz, Im{Y}= Im{1/Z}=(1/Z)sin(—¢z) und
G,=1/R,. Somit wird

Yoo = IM{Y} +(Re{Y}+G,} und tanpy, =

2 2 lsin(— )
1. 1 1 729z
Y. =.||=sin(-p,)| +| =cosp, +— | und tang, =—-—4——.
’ z z R, =1 1
—CoSQ, + —
z R,
Man kann weiter umformen ** bis nur noch Ry, Ry, oL und 1/0C in Y 4 enthalten sind.

Soll der Strom bestimmt werden, bietet sich eine Darstellung der Strdme und Spannungen an.
Ausgehend von i; kénnen alle Spannungen bis zur Gesamtspannung durch Addition
konstruiert werden, nach dieser kann dann i, und danach iges ermittelt werden.

%C: = 1/6C) \| - \U - Ebene
Uges U =lhoL

UR:|1R |1
Abb. 2.10: Darstellung der Strome und der Spannungen als Zeiger

»

Dafur ergibt sich mit dem Dreieck (I1+1,c059z) — I25ingz — lges €in Ausdruck entsprechend
ljes = Uyes Yyes UNd ein vergleichbarer fiir @ges.

ges ' ges

Es ist feststellbar, dass auch flr kompliziertere Schaltungen Zeigerbilder leicht konstruierbar
sind. Eine VVorgehensweise, bei der Zeiger nur addiert werden (wie in den Beispielen Abb. 2.7
und Abb. 2.10), ist dabei immer vorzuziehen *2. Die Zerlegung eines Zeigers in Zeiger
gleicher Richtung ist gangbar und fir Zeiger, die senkrecht aufeinander stehen, mit dem
Thaleskreis durchfuhrbar.

Wenn das Zeigerbild nur zur qualitativen Analyse bendétigt wird, konnen relativ komplexe
Schaltungen schnell untersucht werden. Fir eine quantitative Analyse entstehen durch die
vielféltigen Winkelfunktionen recht schnell Ausdriicke, die bezliglich ihrer Parameter nur
noch numerisch ausgewertet werden kénnen (numerische Kurvendarstellung oder sogar mit
Simulationsverfahren siehe AEP ). Immer bleibt aber bei maRstablicher Zeichnung die
einfache Variante des direkten Messens von Lange und Winkel. (Bei einer durchgéngigen
komplexen Rechnung besteht das gleiche Problem.)

Eine Erweiterung der Zeigerdarstellung zu Ortskurven fiihrt zu einer graphischen Methode,
die insbesondere bei der Auswertung von Parametervariationen hilft.

12

1 mit sin(pz:tan(pz/(l-ﬁ-tan(pz)l/2 und cosez=1/(1+tangpz)~“ sowie durch Einsetzen von 7z — \/Rlz +(mL—1/ (DC)Z .

12 Wird dabei mit einem unbekannten Zeiger begonnen und der bekannte ist die Summe, wird eine Lange
angenommen und der Mafstab erst nach dem Ergebnis festgelegt.
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Der zu verandernde Parameter kann z.B. ein Widerstand (Potentiometer) sein. Am haufigsten
wird die Frequenz (Kreisfrequenz o) variiert *>. Das Beispiel aus Abb. 2.4 wird mit einem
Potentiometer zu Abb. 2.11.

Uc UL

Ur 18! Yy i
— A /I? <
11 -
>U R ljoCc oL
€

Abb. 2.11: Schaltung fur die Reihenschaltung von variablem R sowie C und L

Die graphische Konstruktion erfolgt wie ein Zeigerbild fir jeden gewunschten Parameter. Oft
ist der Kurvenverlauf nach wenigen Parameterpunkten zu erkennen. Die Ortskurve ist nun
die Kurve, die die Spitzen der Ergebniszeiger verbindet. An den entsprechenden Punkten der
Kurve sollte der Parameter verzeichnet sein.

J \Z - Ebene  jX4
R=0 R=1R TlEg:zR R=0 R=IR  R=2R
—1/oC Z(R)
oL
' R 2R R

Abb. 2.12: Konstruktion einer Ortskurve und die Ortskurve

Eine Ortskurve kann immer aus der komplexen Ebene herausgeholt und tiber dem Parameter
einmal als Kurve fir den Betrag sowie zum anderen als Kurve fir die Phase dargestellt
werden. Bei einer malistablichen Zeichnung erfolgt das wiederum durch Messen von Lange
und Winkel. Andernfalls sind die Formeln nach |Z|(Parameter) und ¢z(Parameter)
umzuformen.
IZI(R) 4 ¢z(R)
900_
2R—

1R

1R 2R 3R Parameter R
Abb. 2.13: Darstellung von |Z|(R) und ¢z(R) iiber dem Parameter R **

Die Ortskurven sind aber auch fir qualitative Darstellungen sehr gut geeignet. Als Beispiel
werden Z und Y von Abb. 2.4 in Abhéngigkeit vom Parameter o dargestellt.

13 Es geht immer um stationdre Prozesse, d.h., nach einer Parameteranderung wird gewartet, bis alle
Ubergangsvorgange vorbei sind (siehe auch Abschnitt 3.2).
! In der Darstellung entspricht oL — 1/oC = 0,8 R.
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ix1 A Z - Ebene jX % To >
(,OZLI:_]/(DQC
:w 0)2 ...... 0)2
woL: —1/woC
A: ® Z(w)
ol !
R ' """""""""""" o Ii """"""""""" ®o R:
*1/(1)1C
\ 4 -0 e — ) ) |
lo—>0

Abb. 2.14: Z — Ortskurve der Reihenschaltung von R, L und C als f(®)

In Abb. 2.14 ist fir = ; der Betrag 1/01C > ;1L und somit hat das Ergebnis von Z(w;)
einen negativen Imaginérteil. Bei ® = wo wird der Betrag 1/woC = ool und Z(we) = R rein
reell. Fir ® = w, wird der Betrag 1/m,C < w,L und Z(w,) hat einen positiven Imaginarteil. Die
Kurve von Z(w) ist eine Gerade von R — joo (fiir ® = 0) bis R + joo (fiir o = ).
Bei der Invertierung der Ortskurve Z(®) zu einer Ortskurve Y (w) sind folgende Regeln sehr
hilfreich (analog bei Invertierung in umgekehrter Richtung):
1. DurchY =1/Z wird der langste Zeiger zum kiirzesten und umgekehrt.
2. Wegen @y = — ¢z erfolgt eine Spiegelung jedes Zeigers an der reellen Achse.
3. Rein reelle Zeiger bleiben reell.
4. Ist eine Kurve ein Kreis, muss auch die invertierte Kurve ein Kreis sein. Dabei sind
Geraden lediglich Kreise mit einem Radius von . *°
Mit diesen Regeln ergibt sich die Ortskurve von Y ().
JB A
w/v

o

i«wT)O

Tw -

"o
Abb. 2.15: Y — Ortskurve der Reihenschaltung von R, L und C als f(®)

Y(w) ist ein Kreis mit dem Durchmesser 1/R als groter Zeiger bei wo (in Abb. 2.14 war R der
Kleinste Zeiger). Was in Abb. 2.14 bei negativen Imaginarteilen lag, liegt hier bei positiven.

2.1.3 Analyse des Frequenzverhaltens wichtiger Schaltungen

An den vorigen Abschnitt schlief3t sich gut die Analyse des Reihenschwingkreises — eine
Reihenschaltung von R, L und C an einer konstanten Spannungsquelle nach Abb. 2.4 — an.

15 Das folgt aus den Gesetzen der Abbildung von Kurven in einer komplexen Ebene.

13



In den Kurven Abb. 2.14 und Abb. 2.15 sind drei besondere Parameter (Kurvenpunkte) des
Reihenschwingkreises vorhanden (vergleiche auch [ 2 ]).
Diese Parameter befinden sich bei (siehe Abb. 2.16) *°
e dem Imaginarteil Null (d.h. 1/0oC = woL.), daraus folgt die
Definition der Resonanzfrequenz

®, =41/LC ,
(2.7)

e und dem Betrag des Imaginarteils gleich dem Realteil (d.h. |®sssL — 1/®145C| = R),
daraus folgen die zwei Punkte m.45 und 45 (Siehe Abb. 2.16).

®,4s = tR2L +/(RI2L} +1/LC .
Xt iB 4

Tco —>00 (_1_9415
el (VI3
@T Z(0)
45°
T450 ................ 0)0 g
....................... .2
Jo—0 (045

Abb. 2.16: Besondere Parameter der Ortskurven Z((z)).und Y (o)

Aus den beiden Kreisfrequenzen m.45 und w—45 erfolgt die
Definition der Bandbreite des (idealen) Reihenschwingkreises
Awg =0, ,5— 0 45 =R/IL =;RC=0,RVCIL =a,/Q .
(2.8)
Die Definition der Bandbreite in ( 2.8) ist sinnvoll, weil sie mehrere interessante Aspekte

erflllt.
o Betrag des Imaginarteils gleich dem Realteil,

o Z= 2R (bzw.Y = +1/2 -1/R) und

o diese~/2 (bzw. die Verringerung auf+/1/2 ) entspricht im logarithmischen
DéampfungsmaR gerade 3 dB. Eine Ddmpfung von 3 dB nimmt aber ein normales
menschliches Ohr gerade noch nicht wahr.

Der Faktor Q gibt die Giite, Resonanzschéarfe oder auch Resonanztiberhéhung an. Verhaltnis
der induktiven (woL) oder kapazitiven (1/woC) Komponente zum Wirkwiderstand R. Danach
wird bei Resonanzfrequenz U =Uc=QUR.

Analog zu Abb. 2.13 kdnnen aus Abb. 2.16 ein Frequenzgang und der Phasengang dargestellt
werden. Hier sollen | = U/Z (=UY) bezogen auf den Maximalwert bei wg SOWie ¢ = @y = —¢z
abgebildet werden (zusétzlich UL = | oL, Uc = I/oC, Ur = IR und Uges = U bezogen auf Uges).

% For Z(w) und Y (o) folgen aus diesen Definitionen die gleichen Kreisfrequenzen.
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_900 1
Abb. 2.17: Darstellung von I/lyax und @ Uber Kreisfrequenz ®
Frequenzgang und Phasengang kénnen selbstverstandlich auch messtechnisch ermittelt und
aus diesen beiden danach die Ortskurve gezeichnet werden.
In Abb. 2.17 hat Q = wo/Awg einen recht kleinen Wert (ca 1,2). Fir einen hohen Wert von Q
ware die Kurve I/luax sehr viel spitzer (Awg sehr schmal), d.h. hohe Resonanzschérfe und
starke Uberhdhung von Ucmax Und Uy vax gegentiber Uges. Die Spannungen Ucmax Und Uy wax
sind also groRer als die Spannung der Quelle und diese Maxima liegen vor oder hinter .
(Uc und U, heben sich zum Teil oder ganz auf.) Die gesamte Spannung fallt bei ® = 0 an C,
bei ® = wpan R (Uc=-U_ ) und bei ® — « an L ab. Alle drei Spannungen ergeben in der
Summe immer U.

Weitere wichtige Standardschaltungen (Parallelschwingkreis, Tiefpass und Hochpass) sind in
den Ubungsaufgaben zu analysieren (siehe Abschnitt 2.1.5).

Hier soll noch ein Reihenschwingkreis mit realen Verlusten analysiert werden.
Uc URL Up i

i/\A S S
: _-E"I ~N
> lRCi RL J(JJL
1 AJOt
e Re|| joC

Abb. 2.18: Beispiel: Reihenschwingkreis mit verlustbehafteten Elementen
Zu Beginn wird in einer Y-Ebene die Ortskurve der Parallelschaltung bestimmt.

1B4 Tw—o0 \Y - Ebene
1/Rc+oC
oC
1Rc .~ G

Abb. 2.19: Addition der Leitwerte 1/Rc und oC

Die halbe Gerade von 0 < B <« ergibt bei der Invertierung in die Z-Ebene einen Halbkreis.
Der kiirzeste Zeiger 1/Rc wird zum langsten Rc (Durchmesser des Halbkreises). Wegen
¢z = —ov liegt der Halbkreis nach unten.
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JX4 4

T \Z - Ebene
Zges(®)
____,..-~03Minimum

o Oreell . ®=0

o

0> Rel| 1/joC

Abb. 2.20: Addition der Widerstande R., Rc || 1/joC und oL

Bei diesem Beispiel wird deutlich, dass g zU wreeii und ominimum auseinanderfallt.
Normalerweise ist R, recht klein und Rc sehr groR3, so dass der Halbkreis einen sehr groRen
Durchmesser hat (der Punkt fiir o = 0 befindet sich dann weit rechts auBerhalb der
Darstellung). Dadurch liegen wreen Und ominimum Sehr dicht nebeneinander und die Kurve ist in
ihrer Ndhe etwa eine Gerade. Infolgedessen sehen auch die Frequenzgange und der
Phasengang (aufBer in der Ndhe von o = 0) wie in Abb. 2.17 aus.

Dieser reale Schwingkreis wirde beim Einsatz in einer Oszillatorschaltung (ohne weitere
auBere Einflusse) bei minimum SChwingen (groRter Betrag des Stromes mit | = U/Z ).

2.1.4 Parameter flr elektrische Stromkreise

AuRer dem Verhalten bei verschiedenen Frequenzen sind vor allem die Leistung bei
sinusformigen Stromen und Spannungen unterschiedlicher Phase zu untersuchen.

Die Leistung kann zu jedem Zeitpunkt p(t) = u(t) - i(t) berechnet werden (vergleiche AEP |
Abschnitt 3.4).
4 U Tl/z('l + cos2mt) 4 0 Tl/z[cos((pi) + cos(2mt—@;)]

(\NANAVS
\%COSM icos§ ) DCOMOS((D‘[_(PO\Q

Abb. 2.21: Spannung und Leistung ohne und mit Phasenverschiebung

Mit u(t) = U cos ot und i(t) =1 cos ot wird p(t) = U 1 % (1 + cos 20t); mit i(t) = Icos(ot—¢;)
ergibt sich p(t) = U 1% [cos{pu—(—¢i)} + cos{2ot+e,+(—)}] . Bei ¢ = gy—@; = + 90° hat
die Leistung den Mittelwert Null. Dabei entsprechen eine positive Leistung einer Leistungs-
aufnahme und eine negative Leistung einer Leistungsabgabe. Es wird also bei cose # 1 ein
Teil der Energie wahrend jeder Periode hin- und hergespeichert.

Eine kompaktere und somit aussagekraftigere Information tiber den Leistungsverbrauch ergibt
der Mittelwert.

p =%Eu(t)- i(t)dt =

U Ilécos (0}

t

»
»

3 cose =U I cose mit @ = Qy—¢;

7 cosx -cosy = ¥ [cos(x—y) +cos(x+y)], in Abb. 2.21 ist @, = 0 und ¢ = ¢,—¢; definiert das Vorzeichen von Pg.
U =0/y2 und 1 =1/2 sind Effektivwerte fir die Sinusform (siehe AEP 1).
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Das entspricht dem Produkt der Spannung mit der Projektion des Stromes auf deren Richtung.

I sing % mit ¢ = Qu=0;i

= : g
[ cosp U

Abb. 2.22: Aufteilung des Stromes parallel und senkrecht zu U

Das Zeigerbild in Abb. 2.22 zeigt, dass bei der Zerlegung des Stromes in zwei Komponenten
der Anteil parallel zur Spannung die Wirkleistung Py ergibt und der Anteil senkrecht zur
Spannung genau den Teil der Leistung, der wéhrend jeder Periode hin- und hergespeichert
wird. Dieser Anteil der Leistung wird als Blindleistung Pg bezeichnet. Die Summe der
Leistungszeiger wird Scheinleistung genannt Abb. 2.23. Der Faktor cosg gibt den Anteil der
Wirkleistung an und wird deshalb Leistungsfaktor cose genannt.

Definition: Wirkleistung, Blindleistung, Scheinleistung und Leistungsfaktor

P,=P=Ulcosp P, =Ulsing P, =P3+P2=UIl  cosg
(2.9)
Eine Zeigerdarstellung fur die drei Leistungskenngrolien zeigt Abb. 2.23.

4 Ps=U I AuBerdem sind mit ¢ = @y—oj:
Pg=U I sing o P :Re{g.l*}

Pw=U I coso P, =|m{g~1*}
Abb. 2.23: Leistungskenngrof3en

Lauft der Strom der Spannung voraus, sind kapazitive Anteile vorhanden und es wird
1>cosep > 0. L&uft dagegen die Spannung voraus, sind induktive Anteile vorhanden und es

wird 1> cos@ >0 . An cose ist also die Richtung nicht allein erkennbar.

cosp =1
A

wVerbraucher R
S COS® = positiv

\ -

cosp = 0 —induktivikapazitiy» cose =0

cos( = negativ

Erzduger

cosp =—1
Abb. 2.24: Bedeutung von ¢ (vom Strom zur Spannung ¢,—;) und von coso
Alle drei Leistungskenngrofen und cose sind integrale Kennwerte und nur fir Sinusform
definiert ( 2.9), das muss bei entsprechenden Messgeraten beachtet werden. Eine einfache
Erweiterung auf nichtsinusformige GroRen ist nur fir Py mit P gegeben (siehe auch [ 2 1)%.

Eine Anwendung auf Dreiphasensysteme ist ohne weiteres moglich und wird in AEP IV
behandelt werden.

% Da cosg = cos(—¢)
0 Erweiterung auf nichtsinusformige periodische GroRen siehe [ 3].
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2.1.5 Kennwerte und Ubungsaufgaben

Kennwerte sinusformiger Strdme und Spannungen:
e Spitzenwert U, T inV,A
o Effektivwert U, I inV, A
e Frequenz f in Hz
e Kreisfrequenz ® in1/s
e Phasenwinkel (el.) ¢ = ot, in BogenmaR oder Grad
Kennwerte einiger Grundschaltungen bei sinusférmigen Strémen und Spannungen:
o Tiefpass 0go= 27 g =2m/t =21 /RC
e Hochpass Og= 27 fy = 2n/t=2n L/R

e Reihenschwingkreis  wo=2nfy = (LC)"? @ws=2nfus Aows=_21Afs = 0o/Qr
Qr=1/Ryc/iL der Reihenschaltung

e Parallelschwingkreis  @o=2nfy=(LC) ™" ©uwus=2nfus Awg=271Afz=w0/Qp
Qr=R.JcLL der Parallelschaltung
Kennwerte fur Leistung bei sinusférmigen Stromen und Spannungen:

e Wirkleistung Pw in W

¢ Blindleistung Ps in var (volt-ampere-reaktiv)
e Scheinleistung Ps in VA

e Leistungsfaktor CoSQ

Aufgabe 2.1.1

Ein Tiefpass soll fir R =2 kQ, C =1 pF, f=100 Hz und U = 5 V analysiert werden.
i, _Ur
I o

R
~ —_— u
> 0 et 1/joC > =¢

O
Abb. 2.25: Tiefpass ohne Last

Frage 1: Wie arbeitet diese Schaltung physikalisch?

Frage 2: Wie sieht das mal3stabliche Zeigerbild aller Strome und Spannungen aus?

Frage 3: Wie waren Betrag und Phase von uc aus den Dreiecksbeziehungen zu bestimmen?

Frage 4: Wie groR ist die obere Grenzfrequenz fy,?

Frage 5: Wie sieht die Ortskurve Uc() fiir 0 < f < 10 kHz aus, wie der Frequenz- und
Phasengang von uc?

Hinweis: Tabelle fiir f, ®, Uc und ¢c mit ca. 5 Punkten anlegen (2 vor, 2 nach fg).

Zusatzfrage: Wie sieht die Schaltung eines Tiefpasses mit R und L aus?

Aufgabe 2.1.2
Ein Hochpass soll fiir R =2 kQ, C =1 pF, f=100 Hz und U =5 V analysiert werden.
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B — 2 b

11
> U ej(nt I/JO)C R > Ur

Abb. 2.26: Hochpass ohne Last

Frage 1: Wie arbeitet diese Schaltung physikalisch?

Frage 2: Wie sieht ein qualitatives Zeigerbild aller Stréme und Spannungen aus?

Frage 3: Wie sind Betrag und Phase von ug aus den Dreiecksbeziehungen zu bestimmen?

Frage 4: Wie groR ist die untere Grenzfrequenz fgy,?

Frage 5: Wie sieht die Ortskurve Ur(w) fur 0 < f < 10 kHz aus, wie der Frequenz- und
Phasengang von ug?

Hinweis: Tabelle fiir f, ®, Ur und g mit ca. 5 Punkten anlegen (2 vor, 2 nach fgy,).

Zusatzfrage: Wie sieht die Schaltung eines Hochpasses mit R und L aus?

Aufgabe 2.1.3

Ein Parallelschwingkreis soll fir f = 100 Hz und | = 2,5 mA = const analysiert werden.
(R=2kQ,C=1 pF und L =40 mH)

T Ajot
1es .

A\ ity N Iry icy ° >
4 joLY R| | ljoC—= 4
T

L 4 L 4 O
Abb. 2.27: Parallelschwingkreis ohne Last

Frage 1: Wie sieht das qualitative Zeigerbild aller Stréme und Spannungen aus?

Frage 2: Wie waren Betrag und Phase von u aus den Dreiecksbeziehungen zu bestimmen?

Frage 3: Wie groB sind die Resonanzfrequenz f, und die Bandbreite Afg?

Frage 4: Wie sieht die Ortskurve U(w) fiir 0 < f < 10 kHz aus, wie der Frequenz- und
Phasengang von u?

Hinweis: Tabelle fiir f, ®, U und @y mit ca. 7 Punkten anlegen (2 vor, 2 nach fo und f.4s).

Aufgabe 2.1.4
Ein Tiefpass wird mit einem Operationsverstarker aufgebaut.

kS
Re _ R{/jeC
— 1 v, = -~
R]_ - Rl
o— 1] - 0 .
Uy =V, Ug Ug = Uel!

uq + °
I i ua UA=|MU|UE P =Pyy t P&

Abb. 2.28: Tiefpass mit Operationsverstarker

Frage 1: Wie kann C bei Ry = 10 kQ und Rg = 100 k€ fiir fy, = 1 kHz bestimmt werden?
Frage 2: Wie sehen der Frequenzgang und der Phasengang fiir 0 < f < 10 kHz aus?
Hinweis: Tabelle fiir f, @, Ua und ga mit ca. 5 Punkten anlegen (2 vor, 2 nach fy).
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Aufgabe 2.1.5

Auf dem Typenschild eines Asynchronmotors sind u.a. folgende Angaben:
Nennspannung : 220/380 V

Nennstrom : 1,6/0,93 A
0] : 0,78
Leistung : 0,33W

Frage 1: Wie groB sind die Wirkleistung (elektrisch), Blindleistung, Scheinleistung und der
Wirkungsgrad?

Frage 2: Als einfaches Ersatzschaltbild ist die Parallelschaltung von R und L mdglich. Wie
grof? sind diese bei Nennbetrieb?

Frage 3: Welche Grolze C muss ein paralleler Kompensationskondensator haben, damit keine
Blindleistung aus dem Netz entnommen wird?

Hinweis: Die Leistung ist die nutzbare mechanische Leistung, die Rechnung misste bei 220

bzw. 380 V im Rahmen der Messgenauigkeit gleiche Ergebnisse liefern. Die Frequenz betragt

f=50Hz.

2.1.6 Messung des Frequenzgangs eines Schwingkreises

Messen der Spannungen an Widerstand, Induktivitat und Kapazitét bei verschiedenen
Frequenzen.

Versuchsaufbau:

R
C
T
€ -
-
Funktions- R : _:_
generator Oszilloskop

Abb. 2.29: Schaltung des Versuchsaufbaus

Hinweis: Zur Messung R, L und C tauschen. Resonanz- und 45°-Frequenzen suchen und
zusatzlich zwei weitere Messpunkte auf jeder Seite anordnen. (Achtung: Phase liegt nur
einzeln gegenlber der Gesamtspannung vor.)

Versuchsdurchfihrung:

Messung der Spannungen mit einem Oszillografen, Nutzung einer Sinusspannung, Ubergabe
der Kurven an einen PC und Auswertung, Vergleich mit berechneten Verlaufen und
Parametern.

Folgende Untersuchungen geben einen Uberblick (iber das Verhalten:
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1. Messen Sie beiU =5V, L=300mH, C=0,22 uF und R =300 Q sowie 30 Q. Stellen Sie
den Frequenz- und Phasengang doppeltlogarithmisch dar.

2. Stellen Sie die Ortskurve in einer Z-Ebene dar.

3. Bestimmen Sie R, L und C aus den Messwerten.

Zusammenfassung der Versuchergebnisse:

1. Die dargestellten Kurven stimmen mit dem theoretischen Verlauf sehr gut iberein.

2. Die aus den Kurven ermittelten Parameter entsprechen recht gut den Werten der
eingesetzten Bauelemente. Nur die Induktivitat der Spule weicht deutlich vom Typenschild
ab. Die eingesetzte Spule (Vorschaltgerat fir eine Hochdrucklampe) ist fiir 50 Hz
vorgesehen (Material des Kerns) mo/2m ist aber ca. 800 Hz.
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2.2 Nichtsinusférmige periodische Signale

2.2.1 Mehrere sinusférmige Quellen

Schon die Addition von zwei sinusférmigen Signalen unterschiedlicher Frequenz ergibt
ein nichtsinusférmiges aber periodisches Signal (genauso von mehreren Signalen).

Ur Uc [S[R .
R
" ljoc ~ JoL
U, =e!

Abb. 2.30: Schaltung mit zwei Quellen unterschiedlicher Frequenz

Da mit der komplexen Rechnung (und den von ihr abgeleiteten Methoden) nur Schaltungen
mit linearen Bauelementen behandelt werden kdnnen, ist dann auch grundsétzlich die

Anwendung des Uberlagerungssatzes gegeben. Die Schaltung in Abb. 2.30 wird dazu in eine
Ersatzschaltung fir jede Quelle aufgeteilt.

/Q_Ri“ Uc1 Yo
1 — A I
-

)Ulzﬁmlt ljoc 1oL

Ur2 Uc2 Uro i
/ITA — }

L1
> 0, :§szt ljwc — JoL

Abb. 2.31: Zwei Schaltungen fiir den Uberlagerungssatz

Beide Schaltungen werden mit Methoden aus Abschnitt 2.1 berechnet. Das Gesamtergebnis
ist die rlchtungsrlchtlge Addition (z B. der Strom fiir Abb. 2.30 wird i(t) = iy(t) + ix(t)).

‘ Izcos(wzt—n/z)

I 1cos(w1t+n/2) A,
Abb. 2.32: Belsplel flr ein mogllches Ergebnis im Zeitbereich %
Bei fast gleichen Frequenzen ergébe sich flir das Beispiel aus Abb. 2.30 ein typischer

Schwebungsvorgang, der von einer Multiplikation zweier Frequenzen durch deren
Phasenspriinge unterschieden werden kann.

Mehrere Frequenzen ergeben immer nichtsinusformige periodische Signale.

2! Kleinere Frequenz weit im Kapazitiven (i — 90° vor), groRere Frequenz weit im Induktiven (i — 90° nach)
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2.2.2 Behandlung mit Hilfe der Fourierreihe

Alle periodischen Signale kdnnen durch Zerlegung in eine Fourierreihe zu einer Summe
von Sinussignalen umgeformt und jeder Summand einzeln (wie in 2.2.1) behandelt werden.

Fur die Fourierzerlegung gibt es mehrere Varianten in reeller und komplexer Form. Zur
Veranschaulichung soll die bekannteste reelle Form angegeben werden % (siehe [ 2 ]).

u(t) = %+Z(uak cos(kwt)+ U, sin(k o))
k=1
mit

Uy == [u@bcostkot)dot  firk=0,12,..
n

U == [U@Dsinkodot  firk =12,..
T[*TE

(2.10)

Im allgemeinen Fall entstehen unendlich viele Summanden Ug und Uy. Alle vorkommenden
Frequenzen sind immer genau ganze Vielfache der Grundfrequenz (Oberschwingungen). Fir
alle wichtigen Signalformen konnen diese Reihen aus Tafeln entnommen werden (z.B. [ 4 ]).
Praktisch kann immer nach einer endlichen Anzahl Summanden abgebrochen werden, schon
deshalb, weil alle realisierten Systeme eine endliche Bandbreite haben.

In Umkehrung werden gewdinschte Signale aus mehreren Sinussignalen zusammengesetzt.

Synchronisation UR Uc UL .
— S g — > |
cosmt 1 | | YY"\ ——>
) Uo/2 R ! i
0 ljoc ~ JoL
L» > Ual eju)t
= > Uaz . ploot Uges (D)
: 0 : i .
X | ( )) Uan .ejnmt

Abb. 2.33: Signal aus vielen Quellen flir Oberschwingungen

Da das menschliche Ohr keine Phasenlage wahrnimmt und somit die Synchronisation
entfallen kann, wird insbesondere im Audiobereich und bei Musikinstrumenten (z.B. Register
der Orgel, elektronische Register ...) diese Methode genutzt.

Die Zeitfunktion u(t) und die Darstellung des Frequenzspektrums (Uax und Upx oder Uk und
ok z.B. als Balkendiagramme) haben vollig dquivalente Informationen tber den Vorgang.

Bei der Arbeit mit Spektren lasst sich eine Reihe von Regeln erkennen und nutzen.
1. Symmetrie der Zeitfunktion gegentber der Achse im Zeitnullpunkt

cos(mt) sin(ot)
t t

Abb. 2.34: Symmetrie gegentber der Achse im Zeitnullpunkt

?2 Weitere Formen folgen z.B. nach Zusammenfassen von U,, cos(k o t)+ U, sin(k o t)= U, cos(k o t+¢,)
mit U, =y U, 2 +U,2 und ¢, =arctan(U,, /U, )oder von (U, +jU,, Xcos(k ot)+ jsin(k o t)) = U e*".
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Liegt Spiegelsymmetrie f(—t) = f(t) gegeniiber der Achse im Zeitnullpunkt vor, kénnen
nur cos-Funktionen (also Ugk) vorhanden sein (alle Uy=0).
Bei Unsymmetrie f(—t) = —f(t) kbnnen dagegen nur sin-Funktionen (also Upy)
vorhanden sein (alle Ux=0).

2. Symmetrie der Zeitfunktion bezlglich ihrer Kurvenform

_gerade und nur ungerade k
S~ ungeradek

<
q
<

Abb. 2.35: Symmetrie gegentiber der Kurvenform
Gilt fur die Kurven f(—t) = f(t) oder f(—t) = —f(t) und f(t+T/2) = —f(t) (T Perioden-
dauer), kénnen zusétzlich zu Punkt 1. nur ungeradzahlige Oberschwingungen auftreten
(k=3,5,7,9...).
3. Es kdnnen natirlich beide Falle kombiniert (addiert) sein und/oder zusatzlich ein

Gleichanteil vorhanden sein.

Beide Regeln sind sowohl zur Kontrolle der Plausibilitat von Messungen unerldsslich als auch

zur Aufwandsreduzierung bei Berechnungen sehr hilfreich.

2.2.3 Wichtige Testsignale zur Analyse von Schaltungen

Naturlich ist ein sinusformiges Signal das wichtigste Testsignal sowohl bei der
messtechnischen Analyse wie bei einer Simulation als auch bei einer analytischen
Untersuchung.

u(t) = U cos ot mit Periode oT = 27
A R U
ANITANCN R
AT T

Abb. 2.36: Beispiel fur ein sinusformiges Signal und dessen Spektrum

Ein System wird mit sinusformigen Signalen des gesamten interessierenden
Frequenzbereiches getestet. Die Ergebnisse geben ein umfassendes Bild tber die
Eigenschaften dieses Systems.

Ein Rechtecksignal wird insbesondere eingesetzt, um die Dauer von Anstiegs- und
Abfallflanken (tana Von 0,1 bis 0,9-U) sowie das Uberschwingen mit einem Oszilloskop zu
analysieren.

mit Periode oT = 2=

U fir 0O<ot<n
u(t)=
0 firr<ot<2xn

ut)= U072 + 2—U(sin ot +%sin 3ot + %sin 5ot + j
T

A ) UIZT rU/TE
U 2U/3w -
2U/5
R | I

T/2 T ' 0f 3f 5f.
Abb. 2.37: Beispiel fir ein Rechtecksignal und dessen Spektrum

Die Anstiegs- und Abfallflanken kénnen auch aus dem Frequenzgang bestimmt werden.
Ein Dreiecksignal kann genutzt werden, um die Linearitat von Systemen zu analysieren.
Diese gibt es als symmetrisches Dreieck und als ,,Sdgezahn®.

-+f
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u(t)=Ut/T fiir 0<t<T mit Periode oT = 2

ut)=U0/2 —B(Sin ot +%sin 20t +%sin 3ot + j
T

. 0/ Oin Betrage Uy
|U | R I U2z (/3
|

T = ..
T > 01, 2f3f, >

Abb. 2.38: Beispiel fur ein Dreiecksignal und dessen Spektrum
Dazu wird eine gentigend langsam steigende Flanke genutzt (fur vernachlassigbare

Ubergangseffekte). (Bei nichtlinearen Verzerrungen treten zusatzliche Frequenzen auf, die
das Spektrum veréndern.)

2.2.4 Analyse modulierter Signale

Ein hochfrequenten Tréagersignal kann in seiner Amplitude (Ung), in seiner Frequenz
(one) oder in seiner Phase (gue) moduliert werden.  upr(t) = Upe sin(onet + owr)

Die Amplitudenmodulation wurde als Erste genutzt. Sie entsteht durch Multiplikation der
Amplitudenhdllkurve mit einer konstanten hochfrequenten Schwingung. Die Amplituden-
hillkurve enthalt das niederfrequente Nutzsignal (hier sinusférmiges Testsignal).

u(t)=U (1—m-sinm,t)-sine,t (= U(t)sino,t)
H—)LY_}

NF Hullkurve  HF
Amplitude der HF

(2.11)
Die Berechnung des Spektrums (oder der Fourierreihe) ergibt fur ( 2.11) eine endliche Anzahl
Reihenglieder und erfolgt am einfachsten mit den Regeln fiir trigonometrische Funktionen 23,
u(t)=U-sino,t — 0%[005(@1 — o,)t —cos(a, + ®,)t]

(2.12)

. U
Pm-0 m 0 Betrage Uy, Upk

A4 A I R
VRO e L

T, 0 f—f; f, f+f

Abb. 2.39: Beispiel fir ein amplitudenmoduliertes Signal und dessen Spektrum

Da der Modulationsgrad (m) maximal 1,0 werden kann (in der Praxis wird bei guten

Modulatoren ca. 0,8 erreicht), wird die Leistung (P ~ u?) der beiden alle Informationen
enthaltenden Seitenbander Pnyt, gegenliber der Tragerleistung Prpsger ZU

Putz = 2(m0/2)2 =m?0%2 < %’ =% P-rrager -

2 sinx - siny = ¥ [cos(x—y) — cos(x+y)]
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Zum anderen kann aus Abb. 2.39 die erforderliche Bandbreite z.B. fur eine Musikibertragung
abgeleitet werden. Soll die Ubertragung bis onr = 27-15 kHz (HiFi-Norm) stattfinden, wird
zwischen der untersten (opr — onr) Und der obersten Frequenz (opr + ong) die Bandbreite
Awg = 20Nk > 27-30 KHz (ohne Stereoiibertragung). Eine Einseitenbandmodulation mit
unterdriicktem Tréger kann sowohl das Leistungsverhéltnis verbessern als auch die
Bandbreite verringern; es muss aber vor der Demodulation beides wiederhergestellt werden.

Bei Modulation und Multiplikation entstehen neue Frequenzen im Gegensatz zur Addition.

Die Demodulation kann bei der Amplitudenmodulation
e entweder durch eine Gleichrichtung und anschliel}ende Glattung
e oder durch nochmalige Multiplikation * (Uberlagerung) mit cosw,t bei ( 2.12) sowie
anschlieBender Tiefpassfilterung
erfolgen (siehe Abb. 2.40).

nach Glattung A

([a)

Tiefpass
AN
0fy

Abb. 2.40: Demodulation Gleichrichtung und Uberlagerung

-4

I NG
2f;

—h
N

Bei einer Uberlagerung entstehen alle Frequenzen mit + f, und mit — f,. Dabei werden aus
f,—f; ein nicht stérender Gleichanteil und cos[2n(f,—f;) — 2nf;] = cos(2xfy); d.h., dieses
spiegelt sich zu f; dazu %. (Dieses Verfahren wird normalerweise nicht zu einer einfachen
Amplitudendemodulation genutzt.)

Das Uberlagerungsverfahren wird aber allgemein zur Frequenzumsetzung angewandt.

Das Prinzip soll am Uberlagerungsempfanger (Superhet—-Empfanger) mit Zwischenfrequenz-
verstarker dargestellt werden Abb. 2.41.

is | f f Ver- | f ion| f
Antenne Vorkreis | THF ~ TzF [ ZF-Ver zF | Demodulation| TNF

—> . » .
Pl starker NF-Verstéarker
=== "/

Abstimmungi Oszillator

! 6%

Abb. 2.41: Prinzip des Uberlagerungsempfangers

Multiplikation

Die Oszillatorfrequenz wird gemeinsam mit der Frequenz des Vorkreises (oder des
Empfangsfilters) so abgestimmt, dass entweder fur— fos; 0der fos; — fur immer genau fz¢
ergibt. Nach Wahl der Variante muss die andere (die Spiegelfrequenz, z.B. fos; + fzr = fur und
fosz — fzr = fspieger) durch den Vorkreis verhindert werden (Spiegelselektion sperrt fspieger). Das
Ergebnis ist

e eine konstante ZF-Frequenz fzr (unabhéngig von der Eingangsfrequenz fyg),

e ein hochwirksamer ZF-Verstarker als Resonanzverstarker mit glinstiger Frequenz,

Bandbreite und Verstarkung sowie

%4 Bei einer reinen Multiplikation haben die Hiillkurven den Gleichanteil Null und es entsteht im Unterschied zur
Modulation kein Trager. Dadurch wirde sich bei einer einfachen Gleichrichtung die Frequenz verdoppeln.
Dariiber hinaus entstehen in den Einschniirungspunkten Phasenspriinge von 180°. (Siehe auch FulRnote 23).

% Hierbei spielt die Phase eine Rolle (sinx = —sin(-x)); Nutzung bei phasenempfindlicher Gleichrichtung.
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o viele Filterkreise hintereinander (normalerweise 5 bis 7), um insgesamt eine steile
Flanke der Filterung und somit eine hohe Trennscharfe zu erreichen.

Dieses Prinzip brachte den Durchbruch in der Empfangstechnik und wird bis heute
angewandt. In modernen Empféangerschaltkreisen sind lediglich die LC-Bandfilter durch PLL-
Kreise % ersetzt worden.
Nach gleichem Prinzip findet auch die Frequenzumsetzung zur Trennung von Bild und Ton
beim Fernsehempfang oder die Umsetzung der Signale von Fernsehsatelliten im LNS statt,
um danach eine Weiterleitung mit einem Koaxialkabel zu ermdglichen.

Durch Multiplikation (Uberlagerung) kann somit ein Frequenzband in einen fast beliebigen
gewiinschten anderen Frequenzbereich umgesetzt werden.

Die Frequenzmodulation wurde urspringlich entwickelt, um einen geringeren Bedarf an
Bandbreite zu erreichen. Das erwies sich aber als Trugschluss. Liegt die Information in der
Frequenz, erhalten wir mit einem sinusféormigen Testsignal ws und dem Tréger ot
o(t)= o (L+m-cos ogt)= o, + Aw-cos agt
(2.13)

A

/\I\ /\ /\ [\/\(D(t) * Bereich fiir o(t)

—

AT A

0 Ao or tAo

\(,OS

Abb. 2.42: Beispiel fur ein frequenzmoduliertes Signal im Zeitbereich

Da in Abb. 2.42 der Bereich von o(t) dargestellt ist, entspricht dies nicht dem Spektrum
(dieses muss aus zeitunabhéngigen Sinusanteilen bestehen).

Um im Signal upe(t) = Une sin(onet + one) die Information in one zu modulieren, muss davon
ausgegangen werden, dass z.B. die Funktion urspriinglich ,,cos ®* lautet. Diese wird nur flr

den Fall, dass d®/dt = const = o ist, zu ,,C0S wt“. In unserem Fall ergibt sich
t t
D(t) = Im(t) dt= j(wT + A® - COS (ost)dt
0 0
d)(t):mTt+&-sin(oSt mitA(pzﬂzA—f
Og os s

und damit kann das frequenzmodulierte Signal geschrieben werden.

u(t) = UTcos[mTt + 29 i wStJ
®g
(2.14)
In (2.14) ist eine konstante Amplitude zu erkennen. Der Phasenhub Ag wird aber gegenuiber
dem Frequenzhub Af mit fs dividiert und somit fur hohere Signalfrequenzen verkleinert. Das
Signal in (2.14) ist fur unser Testsignal ein stationares periodisches Zeitsignal und es kann

% phasenregelkreis mit entsprechenden Parametern (Er kann gut als IC realisiert werden.)
2" Nur diese Form von (t) wird unter Frequenzmodulation verstanden u(t) = Uscosmst — ot + Aocosost = o(t).
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das Spektrum nach der Fourierreihe berechnet werden. Die Ldsung der Integrale von ( 2.10)
ergibt relativ komplizierte Funktionen.

J, (Ap)cos(o-t) + I, (Ap)[cos(w; + mg)t —cos(or — og)t]
u(t) = U, +J, (Ap)[cos(wy + 204t + cos(o, — 2w )t]
+J,(Ap)[cos(o; + 304 )t — cos(o; — 3w )t]+...
(2.15)

Die Koeffizienten J,(Ao) in ( 2.15) sind Besselfunktionen n-ter Ordnung 1. Art der Variablen
Ao (diese konnen Tabellen entnommen werden).

A A
frfs  fr+f Betrage Ug., Upk 61
: i _ | _
fr—2fs £, +2fs ca..,::notwendlges Band 4 An_zah| “notwend|ger
fr | Seitenbander
fr=3fs I fr +3f¢ 27/
—— T": T T A."T - _> f : : t t :
0 frdfs Af, fr+4f 2 4 6 8 Qv

Abb. 2.43: Spektrum der Frequenzmodulation mit einem Testsignal

Wenn alle Seitenbandfrequenzen, die kleiner sind als 10% der Amplitude des unmodulierten
Trégers, vernachlassigt werden, wird die notwendige Bandbreite nach Carson naherungsweise

Danach sind auf jeder Seite des Tragers Afg min/2fs max = A +1 Seitenbandfrequenzen
erforderlich (in Abb. 2.43 ist Ao ca. 2, somit schon die vierte Seitenbandfrequenz unter 10%).

Fur den UKW Rundfunk bedeutet dies mit der Festlegung des Frequenzhubs auf Af = 75 kHz,
dass fur HiFi-Qualitat mit fs max = 15 kHz der Phasenhub Ag = 5 und die notwendige
Bandbreite 180 kHz (bzw. die Anzahl Seitenbandfrequenzen 6) werden. Bei Beibehaltung
von Ag = 5 und fs max = 60 kHz (Stereo mit RDS) werden nicht ganz 400 kHz bendtigt (bei
ebenfalls 6 Seitenbandfrequenzen).

Weil Ag = Af/fs ist, wirde fur hohe Signalfrequenzen bei konstantem Frequenzhub Af, der die
Signalamplitude reprasentiert, die Ubertragungsqualitat sinken 2. Um das zu verhindern,
werden die hohen Frequenzen in der Amplitude vor der Modulation verstarkt — Praemphase.
Das geschieht durch eine Anhebung hoher Frequenzen mittels zusatzlichem RC - Hochpass
mit einer Zeitkonstante von 50 ps (UKW in Europa). Umgekehrt miissen die hohen
Frequenzen im Empféanger nach der Demodulation wieder abgesenkt werden — Deemphase.
Das erfolgt durch einen RC - Tiefpass mit gleicher Zeitkonstante.

Zur Frequenzmodulation muss direkt bei der Schwingungserzeugung die Frequenz beeinflusst
werden. Das geschieht im einfachsten Fall durch ein Kondensatormikrofon oder durch einen
spannungsgesteuerten elektronisch realisierten Blindwiderstand. Eine moderne Variante
insbesondere fiir Kleinanwendungen behandelt Aufgabe 2.2.4.

Die Demodulation kann bei der Frequenzmodulation nicht so einfach erfolgen. Zuerst sind
alle Amplitudenstérungen durch einen Begrenzer zu beseitigen (Amplitude hat keine gewollte
Information). Danach wird

%8 Das Signal - Rausch - Verhiltnis ist etwa proportional zu A und wiirde deutlich schlechter werden.
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e entweder durch einen Flanken-, Phasen- (bzw. Verhéltnis-) bzw. Z&hldiskriminator in
eine Amplituden-, Phasen- oder Pulsmodulation gewandelt und mit einem AM-
Demodulator (Gleichrichter), phasenempfindlichen Gleichrichter (Verhaltnis-
gleichrichter, Ringmodulator) bzw. nur einen Tiefpass

e oder aber in heutiger Zeit durch einen PLL Demodulator demoduliert.

2Af FM Phasen- o - NF~
— | vergleich [ | Tefpass g
werﬂanke AfOsz
Regelspannun
| /f; > VCO [P !
T

Abb. 2.44: Prinzip des Flankendiskriminators und der PLL-Demodulation

Die Filterkurve in Abb. 2.44 wird so justiert, dass die Flanke die FM in eine AM wandelt.
Beim PLL-Kreis (Phasenregelkreis) wird der VCO (spannungsgesteuerter Oszillator) der
Frequenz der FM nachgefiihrt, so dass die Regelspannung exakt dem NF-Signal entspricht .
Diese Anordnung kann sehr gut als integrierte Schaltung realisiert werden.

Die Phasenmodulation ist der Frequenzmodulation sehr ahnlich, aber es wird
Dt)=ot+Ap-sinogt mit  Ap=owg-Ao.

Die Amplitudeninformation (u(t) = Ussinmst — Agsinost = Ag(t)) steckt hierbei direkt in Ag.

Diese Modulation wird nur in Spezialfallen genutzt.

Insgesamt zeigt sich, dass zwei dquivalente Betrachtungsweisen bzw. Darstellungsweisen fur
Signale und Systeme — die Zeitdarstellung und die Frequenzdarstellung — bestehen.

2.2.5 Kennwerte und Aufgaben

Kennwerte eines Signals sind stark abhdngig von der Signalform z.B.
e Sinussignal: U, ® und ev. ¢
e Rechtecksignal: U, Uggeicn (oder U_ und U.), Tastverhaltnis, Periodendauer und ev.
Anstiegszeit der Flanke *°
e Dreiecksignal: U, Ugeicn (oder U_ und U.), Anstiegzeit und Abfallzeit (zusammen
Periodendauer)

Kennwerte eines Frequenzspektrums (gemessen oder nach der Fourierreihe).
e Amplitudenwerte von n-o als U (oder die Betrédge von Uy und Upy)
e Phasenlage von n-w als @k (oder als Vorzeichen der Ug und Uyy)

Kennwerte eines amplitudenmodulierten Signals
e Amplitude des unmodulierten Tragers U
e Frequenz des Tragers ot
e Modulationsgrad m = Us/Ur
e Bandbreite des modulierten Signals (oder maximale Signalfrequenz)

2 Bei der Regelung gibt es als Regelabweichung eine Phasenabweichung aber keine Frequenzabweichung.
% von 0,1 bis 0,9 U
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Kennwerte eines frequenzmodulierten Signals

e Amplitude des Tragers U
Frequenz des unmodulierten Tragers ot
Frequenzhub Ao, daraus folgender Phasenhub A
maximale Signalfrequenz
Bandbreite des modulierten Signals

Aufgabe 2.2.1

Addition der Teilschwingungen des Rechtecksignals aus Abb. 2.37 z.B. mit einem

Simulationsprogramm bei U =5V, T =2 ms.

Frage 1: Wie sehen die Grund- und die ersten Oberschwingungen (n = 3, 5,7) einzeln aus?

Frage 2: Wie sieht das Signal bei schrittweiser Addition der Oberschwingungen (von der 3.
bis zur 7.) aus?

Frage 3: Wie sehen das Amplituden- und das Phasenspektrum aus?

Aufgabe 2.2.2

Spektrum eines amplitudenmodulierten Signals mit Ut = 100 V, fr = 500 kHz und zwei
Sinussignalen U; = 30 V, fs; = 80 Hz und U, = 20 V, fs; = 12000 Hz (entspricht einem
Mittelwellensignal)

Frage 1: Wie sieht die Darstellung des Spektrums der Betrage der Amplituden aus?
Frage 2: Welche Ubertragungsbandbreite ist mindestens erforderlich?

Aufgabe 2.2.3

Drei Sprachsignale (fyy = 200 ... 3600 Hz) sollen Frequenzmultiplex Gbertragen werden.

Zwischen den Ubertragungskanalen ist ein Frequenzabstand von 400 Hz vorzusehen und der

erste Kanal soll bei 4 kHz beginnen.

Frage 1: Welche Oszillatorfrequenzen kénnen flr eine Frequenzumsetzung gewahlt werden?

Frage 2: Es wird eine Multiplikationsschaltung genutzt, welche Frequenzen miissen danach
wieder entfernt werden?

Hinweis: Im Vergleich mit einer Amplitudenmodulation soll immer nur ein Seitenband

Ubertragen werden.

Aufgabe 2.2.4

Ein VCO wird zur Frequenzmodulation genutzt. Seine Ausgangsspannung ist konstant 10 V.
U(fy) dient der Feinabstimmung der Tragerfrequenz zu fr = 100 MHz. Das NF-Signal ist
Uscosmst.

Dabei wurde Us so gewihlt, dass Af = 75 kHz wird. Die Testsignalfrequenz betragt einmal
fs =1 kHz und zum anderen 10 kHz. Siehe Abb. 2.45.

AU DA

; g LE, M, el
2Us U(f;).| Summe —> VCO —'uNiC RO, ®

U(fT) + Upr

o ik iof
i g

Abb. 2.45: Kennlinie, Blockschaltbild eines VCO und Schaltung der Praemphase
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Frage 1: Wie lauten o(t), Ag und u(t)?

Frage 2: Um wie viel wird das Signal von 10 kHz durch eine Prdemphase (t = C1R; = 50 ps)
angehoben, wie sieht qualitativ der Frequenzgang aus (bis ca. 20 kHz)?

Hinweis: Z; sinkt mit steigender Frequenz und |v| = Re/Z; steigt gegeniiber v(f = 0) = Re/R;.

Zusatzaufgabe: Simulieren Sie die Anordnung von Abb. 2.45!
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3 Nichtperiodische Signale
3.1 Nichtperiodische Signale endlicher Lange

3.1.1 Behandlung mit der Fouriertransformation

Sind nichtperiodische Signale von endlicher Lange, kann mit der Fouriertransformation
eine Zerlegung in ein kontinuierliches endliches Frequenzspektrum erfolgen.

Die Reihen- wird dabei zu einer Integralform (siehe [ 2 ]).
u(t) = l_[[a(m)cos o t+b(w)sine t]do
T 0

mit 31

a(w)= Tu(t) cos(ot ) dt b(w)= Tu(t) sin(owt) dt

(3.1)
Gilt fur das Signal u(t) = 0 fir t < tanfang Und t > tenge, liegt eine endliche Signaldauer vor und
die Integrale sind konvergent. Im Unterschied zur Reihe treten alle Frequenzen auf (nicht nur
ganze Vielfache der Signaldauer T = tgnde — tanfang)- Alle Frequenzen sind stationar im
Zeitraum von —oo < t < oo vorhanden, heben sich bis tanfang Und nach tenge gegenseitig vollig
auf und ergeben nur wéhrend der Signaldauer gerade in ihrer Summe das Signal. Das
Frequenzspektrum ist also zeitkonstant in Betragen und Phase. Das ist nicht wie in Abb. 2.33
messtechnisch nachvollziehbar, sondern als rein mathematischer Bildbereich aufzufassen.

Auch hier gilt, dass zwei mathematisch dquivalente Betrachtungs-/Darstellungsweisen fir
Signale und Systeme — die Zeitdarstellung und die Frequenzdarstellung — bestehen.

Alle wichtigen Signale sind in Tabellen aufgefuhrt. Es gibt andere Schreibweisen fir die
Fouriertransformation (insbesondere komplexe Formen) *2. Besonders genutzt werden heute
numerische Programme. Durchgesetzt hat sich ein besonders schneller Algorithmus — die
FFT (Fast-Fourier-Transformation).

Auch fir derartige Signale kann eine Berechnung nach dem Uberlagerungssatz erfolgen; das
Ergebnis stellt aber in der Regel kein Standardsignal dar und muss graphisch ausgewertet
werden. Ein Simulationsprogramm ist hier also vorzuziehen.

Die Hauptanwendung liegt in der informationstheoretischen Signalanalyse. Dazu sind eine
Reihe weiterer Transformationen oder Verfahren entwickelt worden (z.B. die diskrete
Fouriertransformation, zeitabhéngige Kurzzeitspektren, die Hilberttransformation oder die
Korrelationsanalyse), siehe Spezialliteratur z.B. [ 4 ].

3! Der Faktor 1/m erscheint in mancher Literatur auch vor den Integralen der unteren Zeile von ( 3.1). Er ist aber
zusammen mit do glinstiger platziert.
%2 Auch hier kénnen weitere Formen definiert werden z.B. nach Zusammenfassen von

a(w) cos(k w t)+b(w)sin(k o t) = ¢(w) cos(k  t + p(w)) mit ¢(w) = \/a(w)? +b(w)* und @(w) = arctan(b(w) / a(®))

oder von (a(w) + jo(w))cos(wt)+ jsin( wt)) = c(w)e’™".
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3.1.2 Diskrete Signale und diskrete Fouriertransformation

Diskrete Signale haben nur zu diskreten Zeitpunkten t; einen von Null verschiedenen Wert.

Sie entstehen z.B. durch Messwertabtastung oder A/D-Wandlung. Mathematisch wird dafur
die Multiplikation mit einer Folge von StoRfunktionen * genutzt.

u(t) = u(t)- Ys(t—t,)

i=—o0

Eine Einordnung und ihre Eigenschaften werden in der Gegenuberstellung Abb. 3.1 deutlich.

kontinuierl. period. Signal =% diskretes endliches Spektrum

Au(t) Fo)|| fo=1/T
[ 3fo | g
> t >
T 0fo I 5% f
diskretes period. Signal = diskretes period. Spektrum
A % Fo)|[ fo=1/T
Ll > t Ml ] L,
T UfOE E3 5 | f

diskretes endliches Signal =» A kontinuierl. period. Spektrum

fo =1/T
At _4u(D) F(o) |}
>t _A_L Ny
ta te 0 E\/ At \/ \/ Ot

kontinuierl. endliches Signal =% kontinuierl. endliches Spektrum

fo =1/T
4 u(t) Fol}

v

> t A
ta te Y/ f
Abb. 3.1: Gegeniiberstellung Signale und Spektren 3*

Die diskreten periodischen Signale sind der eigentliche Gegenstand der diskreten
Fouriertransformation (DFT). Dabei lassen sich aus den Abtastwerten der Grundperiode des
Signals —T/2 < t < T/2 * numerisch direkt die Spektralwerte des Bereiches 0 < f < 1/At
ermitteln. Diese sind dann periodisch fortzusetzen.

3% Zur StoBfunktion siehe 3. von ( 3.5).

¥ Es ist F(o) = a(®) bzw. Re{U.} nach ( 3.1) bzw. ( 3.2) (hier ein symmetrisches Rechteck). Ein Unterschied zu
(2.10) besteht in a(0) und ay/2. Das kontinuierliche Spektrum des Rechtecks entspricht der Si(w) - Funktion.
% Es muss exakt die Grundperiode sein.
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mit t=iAt und T,=nAt also wt =2xf,t =2zin und fizifozﬁ
n

n-1 _jk 2

u(t,) e " fir i=0,1,2,...n-1

k=0

F(f)=U, =

S|

(3.2)
Die in Abb. 3.1 sichtbaren Eigenschaften ermdglichen es, die diskrete Fouriertransformation
fur weitere Félle in guter N&herung zu nutzen.

e So kann das diskrete endliche (einmalige) Signal mit der Einschrankung, dass nur das
»abgetastete” Spektrum des Bereiches 0 < f < 1/At bei der Berechnung entsteht,
bestimmt werden *°.

e Das kontinuierliche periodische Signal kann abgetastet werden *® und die ermittelten
Spektralwerte des Bereiches 0 < f < 1/2At sind das diskrete endliche
(einmalige)Spektrum.

e Das kontinuierliche endliche (einmalige) Signal kann ebenfalls abgetastet werden *°
und die ermittelten Spektralwerte des Bereiches 0 < f < 1/2At sind dann das
abgetastete Spektrum, das periodisch fortzusetzen ist.

In der Regel ist es maglich, das Signal bzw. deren Grundperiode genau 2" mal &quidistant
abzutasten. In diesem Fall kann der schnelle Algorithmus der FFT und nicht die vollstandige
Umsetzung der DFT ( 3.2) benutzt werden ¥

Fur die praktische Anwendung mussen einige Bedingungen beachtet werden.

1. Genau eine (oder mehrere) Grundperioden aquidistant und synchron zur Periode
abtasten. Wenn der Abtastwert direkt zu Beginn des Signals liegt, gehort der gleiche
Wert der nachsten Periode nicht mehr dazu (er ist nicht der letzte der ersten Periode).
Hilfestellung: Die numerische Berechnung ist so, als ob der abgetastete Bereich immer
wieder (periodisch) komplett angehéngt wird.

2. Die Abtastung muss so schnell erfolgen, dass 1/At so groB ist, dass die Perioden des
Spektrums nicht ineinander laufen und so die Grundperiode des Spektrums verfalscht
wird (Aliasingfehler) *. (Bei Abb. 3.1 ist 1/At etwas zu klein gewihit.)

3. Ist die Abtastung nicht nach 1. und 2. erfolgt, mussen durch Interpolation neue
Abtastwerte bestimmt werden. (Z.B. bei nicht aquidistanter Abtastung, bei nicht
synchroner Abtastung oder wenn bei der FFT nicht 2" Abtastwerte vorliegen.)

4. st es nicht moglich, die Abtastung so vorzunehmen (z.B. weil die Grundperiode im
Rauschen nicht erkennbar ist), kann eine geeignete Fensterfunktion benutzt und die
Abtastung dieser zugeordnet werden.

5.

Die vier Punkte zeigen, dass bei der praktischen Anwendung der DFT eine gute Vorbereitung
der Messung und Sorgfalt erforderlich sind, sonst entstehen unkalkulierbare Fehler.

% Bei geniigend Abtastpunkten ist das entsprechend genau.
%" Dabei werden Symmetrien zur Vereinfachung der numerischen Berechnung von ( 3.2) genutzt.
% Das Abtasttheorem ergibt eine gleichlautende Aussage, wenn der hochste Frequenzanteil bekannt ist.
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3.1.3 Beispiel: Analyse von DSL- Signalen

Die vielfaltigen modernen Anwendungen der DFT/FFT sollen am Beispiel der Realisierung

der Modulation bei einer ADSL-Ubertragung untersucht werden. In Abb. 3.2 ist der

Ausgangspunkt das zu Ubertragende Binarsignal. Dieses wird z.B. in ein Schieberegister
Binérsignal >

Umformung seriell in parallel

m-n binare Zeichen

VVVWVVV}VVVLVVVVVV T Y
Multiplexen mehrerer
Binérzeichen

v ‘; v vV VvV VvV Vv vy crr N komplexe Frequenzwerte
inverse DFT (bzw. FFT)
F(fi) — f(t)
v ‘; vy v vy vy vy T ¥ N Zeitwerte des DSL-Signals

/A Wandier | DSL-Signal
Tiefpass g

Umformung parallel in seriell i

Abb. 3.2: Vereinfachtes Prinzip der Sendemodulation bei ADSL

als Datenpuffer eingelesen und so das serielle in ein parallel vorliegendes Signal umgeformt.
Mehrere Bindrzeichen werden durch eine Quadratur Amplituden Modulation (QAM)
zusammengefasst 3 (Multiplexprinzip). Die nun vorliegenden n komplexen Werte werden je
einer der parallelen Ubertragungsfrequenzen der ADSL-Ubertragung zugeordnet. Das
realisiert die inverse diskrete Fouriertransformation (in ( 3.2) die obere Formel). Die digital
vorliegenden n komplexen Werte werden als Amplituden Ug (k=0 ... n—1) der Frequenzen f;
dem Algorithmus zugefuhrt und die digitalen Zeitwerte u(t;) in einen Datenpuffer ausgegeben,
seriell ausgelesen, digital- analog gewandelt und abschlieend durch einen Tiefpass geglattet.
Das so in jedem Umformintervall entstehende Zeitsignal ist das vollstandige Signal der
Diskreten-Multiton-Modulation (DMT) der ADSL-Ubertragung mit 256 Frequenzbandern zu
je ca. 4 kHz Bandbreite (davon 1. bis 32. fur analoges Telefon bzw. ISDN freigehalten, 33.
bis 64. fiir die Ubertragung des Upstreams, 65. bis 255. fir den Downstream und eins fiir

einen Pilotton zur Synchronisation; zusammen ca. 1,1 MHz; siehe Abb. 3.3).
A

Telefon oder Upstrea Downstr¢am
ISDN

f2 f33 f64 f65 f255
Abb. 3.3: Pr|n2|p|elle Anordnung der Frequenzbander der DMT bei DSL

Die praktische Realisierung erfolgt mit einem digitalen Signalprozessor (DSP) und zur
Steuerung des Ablaufs einem Mikrokontroller, so dass diese Art der Signalverarbeitung mit
wenigen integrierten Schaltkreisen im DSL-Modem zu realisieren ist und eben nicht tiber 200
hochwertige analoge Filter, Oszillatoren und Multiplikatoren zur Frequenzumsetzung
benotigt.

% 7.B. kénnte je ein Zeichen dem Real- und dem Imaginarteil des komplexen Wertes (fiir Betrag und Phase
einer Schwingung) zugeordnet werden. Die Verbindung von Amplituden- und Phasenmodulation heiRt QAM.
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Auf der Empfangsseite erfolgt die Demodulation genau andersherum mit der diskreten
Fouriertransformation (in ( 3.2) die untere Formel). Die abgetasteten von analogen zu digitalen
Zeitwerten gewandelten u(ty) werden zu den Amplituden F(f;) der Frequenzen f; transformiert.
Da beide Modems senden und empfangen mussen, findet beides statt, aber mit verschiedenen
Up- und Downstreambreiten. Es gibt demnach zwei verschiedene Modems fiir Provider und
Nutzer.

3.1.4 Kennwerte und Aufgaben

Kennwerte bei Nutzung der diskreten Fouriertransformation:
Abtastfrequenz 1/At

Abtastintervall n- At

Anzahl Abtastwerte n

Es muss dabei das Abtasttheorem eingehalten werden, damit 1/2At > fax wird und die
Perioden im Spektrum sich nicht uberlappen (vergleiche Abb. 3.1). Bzw. es muss die Periode
der hdchsten Frequenz mindestens zweimal abgetastet werden, d.h. 2At > Tpin = Lfmax.

Aufgabe 3.1.1

Fuhre Aufgabe 2.2.1 mit der FFT bei n =4, 8, 16, 32 und 512 Abtastwerten durch!

Frage 1: Wie viele Oberschwingungen werden jeweils bestimmt?

Frage 2: Wie &ndert sich die Amplitude der jeweils hochsten ermittelten Oberschwingung?
Hinweis: Lege den abgetasteten Wert jeweils in die Mitte von At.

Zusatzfrage 1: Wie andert sich das Spektrum, wenn der erste Wert weggelassen und daftir am
Ende ein Wert mehr genutzt wird?

Zusatzfrage 2: Wie andert sich das Spektrum, wenn die Periode in n-1 Intervalle eingeteilt
wird und dafr ein Intervall angehdngt wird?
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3.2 Schalt- und Ubergangsvorgange

3.2.1 Behandlung mit Hilfe der Laplacetransformation

In der Elektrotechnik miissen oft Ubergangsvorgange insbesondere beim Ein- oder
Ausschalten untersucht werden. Das kann entsprechend Abb. 1.1 vereinfacht werden.

Die Konvergenzeigenschaften der Fouriertransformation wurden in der Laplacetransformation
durch die Erweiterung der imaginéren Kreisfrequenz jo mit einem Dampfungsanteil zur
komplexen Variablen p = =5 + jo *° so verandert, dass anfangsseitig begrenzte Vorgange

(z.B. u(t) =0 furt<0) transformiert werden kdnnen.

C+ joo

WA i
L L)L T I
T c—joo
mit p=-5+jo C =5
F(p) = [e"u(t) oo
(p) ;[ ® Abb. 3.4: Integrationsweg
(3.3)
Dazu werden in der Literatur mehrere Schreibweisen fiir die Transformation und die
Rucktransformation (inverse Transformation) benutzt.
F(p) = L{f(t)} oder F(p) «—O f(t) oder F(p)<> f(t)
f(t) = L*{F(p)} oder f(t) o—e F(p)oder f(t) <> F(p)
(3.4)

Mit der Laplacetransformation ( 3.3) kdnnen bei t = 0 oder ta beginnende Signale
(Spannungen, Strome ...) transformiert werden sowie die Differentiation und Integration zu
einfachen algebraischen Operationen umgeformt werden. Die Nutzung zeigt Abb. 3.5.

elektrische Schaltung — Differentialgleichungen— L6sung im Originalbereich

Umwandlung Transformation Rucktransformation

Schaltung im Laplace- lineare komplexe —L06sung im Laplacebereich

bereich algebraische Gleichungen

Ohm’sches Gesetz, Strom- und Spannungsteilerregel
Abb. 3.5: Schema zur Lésung mittels Laplacetransformation

Einige Rechenregeln verdeutlichen die Eigenschaften der Laplacetransformation.
1. Additionssatz: L{aifa(t) + axfo(t)} = aaL{f1(t)} + aL{f2(t)}
t
2. Integrationssatz:  L{ [f(x)dr} = % LR}
0

3. Differentiationssatz: L{%} =p L{f(t)} —f(t=0)
d

"f(t n n- n— n-
O3 = 0" L} - pF=0) - p" 210 =0)..— D=0}

L
{dt

*% In der Mathematik und auch einiger anderen Literatur wird s anstatt p (wie in der Elektrotechnik) verwendet.
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4. Verschiebungssatz: L{f(t-to)} = e " L{f(t)}
5. Dampfungssatz: L{e ™ f(t)} = F(p+a)

6. Faltungssatz: L{jfl(t —0)f,(t)dr} = L{f(0)} L{f(t)}

Bei 3. sind die Anfangsbedingungen f(t = 0) in der Praxis oft Null. Das Integral bei 6. ist das
Faltungsintegral, das auch bei Signalanalyse und -synthese eine wichtige Rolle spielt.

Viele wichtige Funktionen sind mit ihren Laplacetransformierten in Tabellen zusammen-
gestellt [ 5]. Dabei hat man es in der Praxis meist mit rationalen Funktionen zu tun. Zur
Umformung gegebener Funktionen in die Formen der Funktionen der Tabellen sind obige
Rechenregeln sowie die Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen sehr hilfreich. Darlber
hinaus steht auch der Residuensatz zur Losung komplexer Wegintegrale zur Verfiigung.

Wichtige Signale und Testsignale bei Ubergangsvorgéangen sind:

L4 Sprungfunktion: (Sprich: ,,Eins von t*)
0 fur o<t<0 <
st 1= * o Fp)=[eP 1t dt==
1 furt>0 5 p
2. 1 Verschobene Sprungfunktion:
Tto 0 fir o<t<t,

T 1
T > { 1(t-t.) = F(o)= e ™ (t)dt = —e Pt 4
(t-t,) { L firesr, < F@)=[ermd=

StoRfunktion: mit Definition: Flache = 1
(Dreiecksflache Ay =% 2¢ -1/¢ = 1), auch fiir e —> 0.

. 0 fir t=0
8(t)= Ilrrgé‘)g(t):{

oo fiurt=0
4, DT\ Bei t = 0 beginnender Kosinus:
N\ J

J \/T \/ 1 Ucos wt-1(t) <> F(p)=U—; P

P’ + o

< F(p)= Te’“é(t)dt =1

(@]

p2+(,l)2

5. Beit=0beginnender Sinus: Usin ot-1(t) <> F(p)=U
6. Beit=T/4 beginnender Sinus:
Osin ot -1(t = T/4) = Ucos o(t—T/4) -1(t—T/4) <> F(p)= Ve "™ - sz 42
( 3.5) fiir alle zusammen

Die Transformation einer Differentialgleichung erfolgt mit dem Differentiationssatz. Dabei
sind die Anfangsbedingungen bei einem ,,energielosen” Anfang (z.B. Einschaltvorgang) Null.

Bei ,,energielosem® Anfang werden die Strom-Spannungs-Beziehungen:

4 =L o U P)= L IG)-i0)]=pLI()

e =C& 6 1.(0)=Clp UR)- u@] = pCU().

Damit kdnnen auch Schaltungen in den Laplacebereich transformiert werden:

! Es wird der Verschiebungssatz genutzt.
*2 Kurve von 4. insgesamt um T/4 nach rechts verschoben. Es wird der Verschiebungssatz genutzt.
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Festlegung: Widerstande im Laplacebereich

R & R
L < pL
C & 1/pC
(3.6)
Zur Transformation und Ricktransformation kann die folgende Kurzfassung der
Korrespondenzstabellen genutzt werden.
f(t) immer mal 1(t) F(p) f(t) immer mal 1(t) F(p)
1
d(t) 1 te (00
1 Y
1 = 1-at)e ™
p (1o (p+a)°

" 1 1 1

e i " (1 e ate ) —p(p+a)2
1 1. 1

t o7 asm((xt) o7+ o

1 B 1 Y

- l_ at t

A p(p+a) costat) p* +a’

1 - 1 1 . 1
——(e™ —e™) — Ze"sin(at —
p-a Groe B | o () o

—at —pt p —Bt B - p
(ae™ B e™ _ e’ (cos(at)——sm(at)j —_—
o-p (P+o)(P+P) a (p+p)° +o

1 —at —pt 1 1 _ B . l
———(a—p+pe ™ -ae™) | 1-e™| cos(at) + =sin(at)

PP pp+o)p+p) | “° e[ pl(p+p)* +0’]

Tabelle 1: Korrespondenzstabelle der Laplacetransformation

Da alle Vorgange anfangsseitig begrenzt sein mussen, kénnen eigentlich nur
Einschaltvorgénge behandelt werden. Fir Ausschalt- und Ubergangsvorgange erfolgt die

Berechnung so, dass zu Beginn des VVorganges durch Quellen (multipliziert mit 1(t —

1:Beginn))

der entsprechende Anfangszustand ,,zwangsweise* hergestellt wird (damit ist der
Differentiationssatz vollstdndig). Somit mussen dann fir L und C die Schaltungen
entsprechend Abb. 3.6 genutzt werden.

) —L®)

_‘._NY\_.._

pL
N

N i(0)/p

KS:1.(p) =

U,
pL

i(0)
p

Ic(p) Ue(p)

1/pC u(0)/p

lc(P) |

MS: U.(p) =-S5~
pC  p

Abb. 3.6: Berucksichtigung von Anfangsbedingungen

u(0)

In Abb. 3.6 beginnen alle Stréme und Spannungen bei t = 0 (das muss bei der Transformation
von I(p) und U(p) berucksichtigt werden). Bei i(0) und u(0) ist dies (wegen 1(t) <> 1/p) schon
berucksichtigt. (Beginnen die VVorgénge nicht bei t = 0, muss zusatzlich der Dampfungssatz
benutzt werden.) Der Knotenpunkt- und der Maschensatz ergeben in Abb. 3.6 gerade den
jeweiligen Differentiationssatz.
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3.2.2 Beispiel: Analyse des Ein- und Ausschaltens eines Schwingkreises

In AEP | Abschnitt 4.3.3 und 5.2.5 wurden das Ein- und Ausschalten einer RC- und einer
RL- Schaltung untersucht. Jetzt kdnnen mit akzeptablem Aufwand die Schaltvorgénge an
einem Reihenschwingkreis untersucht werden. Dazu wird der Schalter in Abb. 3.7 beit=0
einmal von unten nach oben und zum anderen von oben nach unten bewegt. Wir gehen von
einem idealen Schalter Rei, = 0, Raus = o0 und tshair = 0 aus .

UR Uc uL i(t)
— /TA — )
1 Y Y
°_» L 1|

_T_> U, I R c L

Abb. 3.7: Ein- und Ausschalten einer Reihenschaltung von R, C und L

Die in den Laplacebereich transformierte Schaltung fir das Einschalten entsteht, wenn fir
die Gleichspannungsquelle und den Schalter eine Quelle Uy-1(t) eingesetzt wird.

Y Y

1/pC pL
Uo/p

Abb. 3.8: Reihenschaltung von R, C und L im Laplacebereich fur das Einschalten
Der Strom folgt sofort aus dem Ohm’schen Gesetz:

\(0)= Udo  _ U, /L _ U, /L
R+1/pC+pL p>+pRIL+1LLC (p+R/2L)% +1/LC — (R/2L)?
U /L
I(p)= c

(p+8)?+,’
Die letzte Form entspricht der Korrespondenz in Tabelle 1 (rechte Spalte dritte Zeile von
unten) mit der Dampfung & = R/2L (=B) und der Eigenkreisfrequenz ¢’ = mo” — 8% (=0?) **.
Dabei sind fiir o, drei Félle zu unterscheiden:
1. Periodischer Fall: 02— 582>0
Dieser flhrt zu einer gedampften Schwingung mit der Eigenfrequenz we.
2. Aperiodischer Grenzfall:  w¢® —8*=0
Dieser fiihrt zu dem schnellsten Ubergangsvorgang ohne Nachschwingen.
3. Aperiodischer Fall: we’ — 82 <0
Dieser fiihrt zu einem langen gedampften Ubergangsvorgang (ohne Schwingen).

Fir den periodischen Fall wird nach Tabelle 1 (rechte Spalte dritte Zeile von unten)

i(t) =20 L e sineo,t) - 1(t) =2 e sin(e, ) -1(t) .
L o, oL
Das entspricht einer Sinusschwingung, die bei t = 0 beginnt und deren Amplitude Uge /el
mit der Zeit abnimmt.

Die Spannungen an R, L und C folgen aus deren Strom-Spannungs-Beziehungen (3.6 ) *°.

** Das kann durch einen Schalttransistor mit Freilaufdiode realisiert werden.
* wg nach (2.7)
** Die entsprechenden Korrespondenzen sind ebenfalls in Tabelle 1 enthalten.
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u, () = 2R e sin e t-1(t)
oL

e

u (t)=U.e™ (coswet—isin w,t)-1(t) u,_(0)=U,
(DB
uc(t)= Uo(l— e " (cosw,t + isin o)et)j A(t) Uc () = U,
(De
ut), it) Vv, A
175 = Uc(t)
= UL(t)
15.0 = ip(t)-100

12.5 = Ur(?)
_________ = U,
10.0
75 |\ \/
I\
5.0 [} ~

25 ‘\“ “‘ A N\
0

25 L/
5.0 \\\ /
-7.5
-10.0

0 0.50m 1.00m 1.50m 2.00m 2.50m 3.00m 3.50m 4.00m 5.00m ts

Abb. 3.9: Periodischer Fall R=20 Q, C=1 pF, L=10 mH

Fiir den aperiodischer Grenzfall wird nach Tabelle 1 (rechte Spalte oberste Zeile *°)

i(t) = %te‘& A1),
Das ergibt einen linearen Anstieg, der schnell zu Null abgedampft wird.
Ug (t) = U—IO_Rte-Est (1)

U () = Uy L-50)™ -1(1) 1 (0)= U,
Ug(t) = Uy (L— 1+ 8t)e™ )-1(t) Ug(o0) = U,

u(t), i(t) /v, A
17.5
15.0 ———— =ig(t)-100

125 = Ug(t)
_________ = U

10.0
75
50 | /\
25 w‘(

0
-2.5
-5.0
-7.5

-10.0

0 0.50m 1.00m 1.50m 2.00m 2.50m 3.00m 3.50m 4.00m 5.00m t/s

Abb. 3.10: Aperiodischer Grenzfall R=200 Q, C=1 pF, L=10 mH

% Ansonsten miisste der Grenzwert fiir ®, — 0 von sinw,t/®, berechnet werden.
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Und fiir den aperiodischen Fall wird nach Linearfaktorzerlegung *’ die Form entsprechend
Tabelle 1 (linke Spalte dritte Zeile von unten) erreicht.
I(0)=—, U,/L _ U,/L
p°+pR/IL+1/LC (p+98,)(p+39,)
mit p>+20p+w®, o P,=-0%8 -0, =-3,,
Danach ergibt sich der Strom zu

. UJL , - U
i(t)=—S—(e™-e™)Yt)=—2
O=5"5( )1 =17

S

Es ist zu sehen, dass 6, relativ klein (langsamer VVorgang) dagegen 6, relativ gro3 (schneller
Vorgang) ist und sich zu Beginn beide genau aufheben.

(e*Sﬁ _ efﬁzt) 1(t) 48.

1 2

U (0)= Uy s (&= &54).1()
8 — o,
1 X i
(O)=U,——— (8,67 — 57) -1t (0)=U,
0= Uyt )10 u, (0
U ()= Uy~ e D=5, ]2 uc()=U,

2./8% — o,
(), i N, A

17.5 — = uc(t)

UL(t)
ir(t)-100
125 — = UR(t)
......... = UO

15.0

10.0

7.5
5.0
25

0

-2.5
-5.0
-7.5
-10.0

0 0.50m 1.00m 1.50m 2.00m 2.50m 3.00m 3.50m 4.00m 5.00m t/s

Abb. 3.11: Aperiodischer Fall R=1000 Q, C=1 pF, L=10 mH

In allen drei Fallen fallt die Spannung U, fur t ~ 0 an L und fur t — o0 an C ab. Der Strom ist
sowohl bei t ~ 0 (weil L keine schnellen Anderungen zulasst) als auch bei t — o (weil C
keinen Gleichstrom zul&sst) Null. Da bei t = 0 der Strom nur beginnt anzusteigen, kann die
Spannung am Kondensator erst verzdgert beginnen. (Bei Vergrolierung der Kurven ist zu
sehen, dass bei t = 0 der Spannungsanstieg duc/dt = 0 ist.)

Die in den Laplacebereich transformierte Schaltung fiir das Ausschalten entsteht, wenn fir
die Gleichspannungsquelle und den Schalter ein Kurzschluss eingesetzt wird. Zusétzlich muss
der Anfangswert am Kondensator berlcksichtigt werden (Abb. 3.6). Der Kondensator wurde
durch den Einschaltvorgang auf Uy aufgeladen.

" Ansonsten miisste fiir ein imaginires . iiber sin joet und dessen Exponentialform gewandelt werden.

® 8- 0,=-2,[6% — 0,
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Abb. 3.12 ergibt die gleiche Schaltung wie beim Einschalten (Abb. 3.8), nur die Quelle ist
umgepolt. AuRerdem muss Uc(p) = Uo/p +1(p)/pC gerechnet werden (siehe Abb. 3.6).

e i
|
RN

Uc(p)

Abb. 3.12: Reihenschaltung von R, C und L im Laplacebereich fiir das Ausschalten

Da die Rechnung vollkommen gleich erfolgt, werden nur die Ergebnisse angegeben.

Fir den periodischen FaII werden:
i(t) = ‘I)_e‘f’t sin(w,t) -1(t)

E

R(t)_— YR ot sin,t-1(t)

E

u, (t)=-U,e ™ (cosm,t - isin o,t)-1(t)
®

e

uc.(t)=U, e (cosm,t + isin o,t)-1(t)
Q)

u(t), i)y IV, A
175

15.0
125
10.0

= ig(t)-100
=R

7.5
5.0
25

0 7
-2.5 ‘ ‘e‘
|
5.0 [{ ]

75 [N/
-10.0

0 0.50m 1.00m 1.50m 2.00m 2.50m 3.00m 3.50m 4.00m 5.00m

ts

Abb. 3.13: Periodischer Fall R=20 Q, C=1 pF, L=10 mH

Der Strom sowie die Spannungen an R und L beginnen im Negativen. Nach Abschluss des
Ausschaltvorgangs ist wieder ein energieloser Zustand erreicht. Das wird auch bei den beiden

anderen Fallen zu sehen sein.

Fir den aperiodischen Grenzfall wird:
i(t) = e -1(t)

U,R
Up(t)=-="—

u,(t)=-U,[@-5t)e™ -1(t)
Ug(t) = Uy (L+5t)e™ -1(t)

te™™ - 1(t)
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u(t), i) IV, A
175

= Uc(t)
= UL(t)
15.0 = in(t)-100
125 = UR(t)

......... = Ug
10.0 -

7.5
5.0
25

0 —
2.5 \ /
50 |
75 |V
-10.0

0 0.50m 1.00m 1.50m 2.00m 2.50m 3.00m 3.50m 4.00m 5.00m t/s

Abb. 3.14: Aperiodischer Grenzfall R=200 Q, C=1 pF, L=10 mH

Und fiir den aperiodischen Fall wird:

H Uo o =6t A0ty |
|(t):—3—\/82_7®02(e e071).1(t)
uR<t)=—uo%(

e—ﬁlt _ e—Szt) 1(t)

1 5t N |
UL(t)__UOﬁ(SZe - 8,.e7™)-1(t) u (0)=-U,
UC(t) = Uo 1 2 [626‘61t _61e_52t]-1(t) uc(w) ] 0
2.[67 — o,
), i) IV, A
175 — = uc(g
15.0 —_— = :JRL((t).loo
125 -
_________ i
10.0
75
5.0
25
o
-2.5 //V/”/MW g
-5.0 //// )
75 | ///
-10.0 7

0 0.50m 1.00m 1.50m 2.00m 2.50m 3.00m 3.50m 4.00m 5.00m t/s

Abb. 3.15: Aperiodischer Fall R=1000 Q, C=1 pF, L=10 mH

In Abb. 3.15 ist deutlich zu Beginn der schnelle Anstieg (5,) und danach das langsame
Ausklingen (8;) zu erkennen. Dabei geht u, etwas ins positive.

Aus den gemessenen Kurven konnen die Parameter Uy, 6 und o, (bzw. 6; und 8,) bestimmt
werden (oo ist damit ebenfalls festgelegt). Heute “° ist es sinnvoll mit den Kursorfunktionen
des Oszilloskops flr drei markante Punkte der Kurven die Werte u bzw. i und t genau zu

* Frither wurden graphische Methoden mit logarithmischem Papier angewandt.
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erfassen. Die Punkte sind gunstig zu wéhlen, um eine hohe Genauigkeit zu erreichen. Z.B.
konnte in Abb. 3.10 oder Abb. 3.13 uc(t—0) oder uc(t=0) als Punkt zur Bestimmung von Uy
dienen. Vom Strom kénnen die ersten *° beiden Maxima in gleiche Richtung einmal zur
Bestimmung von e = 27/(tmax 2 — tvax 1) genutzt werden. Nach einsetzen von mgtyax 1 = /2
des ersten sowie wetmax2 = 2  + /2 ** des zweiten Maximums in die Gleichung fiir den
Strom erhalten wir zum anderen 6 und kénnen danach wg, L, C und R berechnen.

I(tMaxl) — e_&”““ /e_&NIaXZ — e—S(tMaxl—tMaxz)

ity 2)

S = 1 In(_'(t'\"M)]
tMaxZ_tMaxl I(tMaxz)

Beim aperiodischen Grenzfall und dem periodischen Fall kdnnen ebenfalls die Punkte
Uc(t—o0) oder uc(t=0) und dariiber hinaus Maxima der Kurven genutzt werden. Z.B. folgt fur
den aperiodischen Grenzfall:

d. d(U,. U/ .
—I(t = — —01:67?)t - -0 e Bt v +t(=8 3t vax -0
dt ()tw dt( L jtw L ( (-8) ™)

. U, 1

Damit kdnnen auller Uy auch 6 und mo abgelesen sowie anschlieRend we, L, C und R
berechnen werden.
Beim aperiodischen Fall kann es sehr ungenau werden, wenn die Maxima recht flach
verlaufen. So hat der Strom bei tyax €in Maximum und die Spannung an der Spule wird
gerade bei 2tyax maximal.

. U, 6 _ . . > R

ity )=—2—e ™ und i2t,, )=2(i(t —

sowie U, (21, )=-U,e ™
Daraus lasst sich & und R, danach L, og sowie anschlieRend w. und C bestimmen.

Somit konnen alle Parameter ausschlief}lich aus der Messkurve ermittelt werden.

Eine besondere technische Anwendung hat der aperiodische Grenzfall als schnellster
Ubergangsvorgang ohne ein Uberschwingen. Das ist im Alltag besonders bei TirschlieBern
sichtbar. Bei Anwendungen, fiir die ein kleines Uberschwingen moglich ist, kann mit der
Einstellung 6 = 0,8 wo noch etwas schneller der Endzustand erreicht werden (z.B. oft bei
Rechtecksignaltibertragungen angewandt).

Systeme zweiter Ordnung (z.B. mit L und C oder mit Feder und Masse) kommen in der
Technik vielféltig vor. Sie werden immer durch die Parameter 6 und wo bzw. w. beschrieben
und immer muss die Schwingneigung beherrscht werden. Dass ist ausschlief3lich durch eine
entsprechende Dampfung (in elektrischen Schaltungen nur durch einem Widerstand) maoglich.
Lediglich bei gewollter Schwingungserzeugung muss die Dampfung hingegen kompensiert
werden (in elektrischen Schaltungen mit aktiven Bauelementen).

%0 Sje sind am gréRten und unterscheiden sich am deutlichsten.
5! Der Sinus wird somit Eins.
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3.2.3 Ubertragungsfunktionen von Systemen

Alle realen Signale beginnen immer zu einer endlichen Zeit und somit kann von einem
energielosen Anfangszustand ausgegangen werden.

Mit der Laplacetransformation hat sich fir lineare ruickwirkungsfreie Vierpole die
Methode der Ubertragungsfunktionen zur Signal- und Systembeschreibung durchgesetzt.

ur(t) ,o—| L o UaAt)
0 < o | System —o> 0 Ui(p)o—1 SYStem  —o Uy(p)
Us(p) Uz(p)

Abb. 3.16: Vierpol und dessen vereinfachte Darstellung

Definition der Ubertragungsfunktion

U,(p)
Hp)=—%2= < )
U, (p)
(3.7)
Die Ubertragungsfunktion beschreibt lineare riickwirkungsfreie °? Systeme vollstandig und so

ergeben sich die Ausgangssignale direkt aus dem Eingangssignal.
U,(p) =H(p)-U(p) <> u,(t)=g(t) *uy(t)

= Tg(t —1)u,(t)dt

(3.8)
In (3.8) steht,, * ““ als Symbol fiir die Faltung mit dem Faltungsintegral und g(t) fur die
Gewichtsfunktion des Systems. Es ist leicht zu sehen, dass die einfache Multiplikation
(vergleiche Multiplikationssatz) im Laplacebereich neben den einfachen Funktionen fir die
Signale (vergleiche Tabelle 1) erst den Sinn dieser Methode ausmacht.

Zur Messung der Ubertragungsfunktionen werden insbesondere die Sprungfunktion und wenn
technisch geniigend genau realisierbar auch die StoRfunktion verwendet. Dabei erfolgt die
Bestimmung direkt nach der Definition ( 3.7 ). Im Falle der Stofunktion (3(t) <> 1) ist u(t)
unmittelbar die Gewichtsfunktion g(t) bzw. U,(p) die Ubertragungsfunktion.

Durch einen formalen Ubergang von p zu jo wird aus der Ubertragungsfunktion direkt der
Frequenzgang des Systems mit Betrag und Phase. Somit ist die Ubertragungsfunktion fiir die
Signalverarbeitung eines Systems sehr aussageféhig.

Beispiel: Tiefpass als Vierpol (vergleiche Aufgabe 2.1.4 und Abb. 2.28)

”1/|OCF H(p)z_RFHl/pC:_& 1R.C
) :lRF { R, R, p+1R.C
Ri H(p) = v 1
o— 1 - © ] P) =Vyo o+ 1t
1
Ue(p I + i )UA(D) a(t) = vy, ;E’llx
- . . ” und F(jo) =V~ Peo
Abb. 3.17: Tiefpass mit Operationsverstarker jo+ oy,

*2 Riickwirkungsfrei bedeutet, eine Belastung des Ausgangs fiihrt zu keiner Beeinflussung des Systemverhaltens.
Das ist z.B. bei Operationsverstarkern die Regel. Notfalls sind Operationsverstéarker als Trennverstarker
einzusetzen.
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Abb. 3.18: Ein-, Ausgangssignal sowie Betrag des Frequenzgangs von Abb. 3.17

Sehr vorteilhaft ist die Nutzung von Ubertragungsfunktionen bei den vorwiegend in der
Signalverarbeitung und Regelungstechnik vorkommenden Kettenschaltungen.

o0— —o—] —o--.-0— —o

o] H1(P) [ | Ha(p) |o..o | Hn(P) [, > Hi(p) = H2(p) - Ha(p) |

Abb. 3.19: Kettenschaltung von Ubertragungsgliedern

Daflr wird:

Hye(P) = H,(p) - H,(p) ---H, (p)

Viele Untersuchungen inshesondere in der Regelungstechnik sind auch ohne eine
Ricktransformation mdglich.

3.2.4 Kennwerte und Aufgaben

Parameter einiger wichtiger Schwingkreisschaltungen:
Reihenschwingkreis —i §=R2L o= (LC)™"

realer Reihenschwingkreis @ 8§=1/2CR o= (LC)™"

Parallelschwingkreis @ §=12CR o= (LC)™”
realer Parallelschwingkreis _E"_“Ih_ §=RA2L o= (LC)™”

Einige wichtige Ubertragungsglieder:

P — Proportionalglied Uz =Kk uy < H(p) =k
| — Integrierglied up = 1/T Juydt < H(p) = 1/pT
D — Differenzierglied Uz =T duy/dt <> H(p) =pT
Pl — Proportional- + Integrierglied U= k (up +1/T Juydt) <> H(p) = k(1 + pT)/pT
pT1 — Verzogerungsglied (1. Ordnung) T duy/dt+u,=ku; <« H(p)=k/(1+pT)
T, — Totzeitglied Up =K uy(t—Ty) <> H(p) =k exp{-pTi}
Aufgabe 3.2.1
In Abb. 3.20 sind zwei Signalverlaufe dargestellt.
u(t Aut
Uo Uo
I ty t > to >

Abb. 3.20: Signalverlaufe

Frage: Wie lautet die jeweilige Transformation in den Laplacebereich?
Hinweis: Setzen Sie die Signale durch Addition einfacher Signale zusammen, die zu
verschiedenen Zeiten beginnen.
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Aufgabe 3.2.2
Ein idealer Parallelschwingkreis wird von einer Stromquelle I.-1(t) gespeist.
L (©—

Abb. 3.21: Parallelkreis an einer Stromquelle

Frage: Wie sehen die Spannung und die drei Strome aus?
Hinweis: Bei Nutzung von Leitwerten sind alle Rechenschritte und Ausdriicke analog dem
Reihenkreis mit ,,vertauschten* Stromen und Spannungen.

Aufgabe 3.2.3

Gegeben ist eine Kapazitdt C =200 uF, die auf 500 V aufgeladen ist. Der Wickel der

Kapazitit stellt eine Reiheninduktivitit von L = 60 puH dar.

Frage: Wie grof3 muss der Reihenwiderstand zur Entladung flr den aperiodischen Grenzfall
sein?

Aufgabe 3.2.4
Ein Tiefpass 2.0rdnung soll ein Signal glatten.

Ll

o} °J

Abb. 3.22: Tiefpass 2.0rdnrmg

Frage 1: Wie verlauft die Ausgangsspannung der dargestellten Schaltung, wenn die
Eingangsspannung bei t = 0 von 0 auf Ug springt?

U, (p) "

U,(p)

up (t) uz (t)

Frage 2: Wie lautet die Ubertragungsfunktion H(p) =

Zusatzliche Aufgabe 3.2.5

Ein DC - DC Wandler nach Abb. 3.23 mitL=100mH, R=10Q, Ug=10 V, te+ta =1 ms,
tE/(tE + tA) =0,1;0,5und 0,9
L

Ein- L
VN 0 w
@7 Ausschalten
| 1 | bei t=0
\ R U 0 R

U, —

Abb. 3.23: DC - DC Wandler Schaltung und brinzipschaltung

Frage 1: Wie ist das Verhaltnis der Leistungen der Quelle und des Verbrauchers?
Frage 2: Wie groR sind die Mittelwerte von ug, ir Und igingang?
Hinweis: N&herung: di/dt = const. (entspricht dem Anfang der Exponentialfunktion)
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3.2.5 Messung des Ein- und Ausschaltens eines Schwingkreises

Darstellen der Zeitverlaufe von Strom und Spannungen an der Induktivitat bzw. der
Kapazitat, Untersuchen der Abhangigkeit der Parameter der Zeitverlaufe beim Ein- und
Ausschalten von der GroRe der Induktivitét, der Kapazitét, des Widerstandes und der
Spannung.

Versuchsaufbau:

—

R C
© NG
Funktions- RiVless : _:_ _
generator Oszilloskop
2

Abb. 3.24: Schaltung des Versuchsaufbaus
Hinweis: Als Messwiderstand (Ryess) zur Strommessung werden 10 Q eingesetzt.

Versuchsdurchfihrung:

Messung und Darstellen von Strom und Spannungen mit einem Oszillografen, Nutzung einer
Rechteckspannung fiur den Ein- und Ausschaltvorgang, Ubergabe der Kurven an einen PC
und Auswertung, Vergleich mit berechneten Verldufen und Parametern.

Folgende Untersuchungen geben einen Uberblick tiber das Verhalten:

1. Ein- und Ausschaltvorgénge bei U =5V, L =300 mH, C = 0,22 uF sowie verdnderlichem
Widerstand. Stellen Sie den periodischen Fall, den aperiodischen Fall und den Grenzfall
dar. Ermitteln Sie den Widerstand flr den Grenzfall mit Hilfe des Kurvenverlaufes.

1.1. Bestimmen Sie die Dampfung, die Eigenfrequenz und die Resonanzfrequenz flr
R =300 Q.
1.2. Bestimmen Sie den Widerstand und die Dampfung flr den Grenzfall.
1.3. Bestimmen Sie die beiden Zeitkonstanten bei R = 5000 Q.
1.4. Stellen Sie die logarithmische Spirale dar und zeigen Sie daran den aperiodischen
Grenzfall.
2. Bestimmen Sie R, L und C aus den Messkurven

Zusammenfassung der Versuchergebnisse:

1. Die dargestellten Kurven stimmen mit Abb. 3.9 bis Abb. 3.11 sowie Abb. 3.13 bis
Abb. 3.15. sehr gut tberein.

2. Die aus den Kurven ermittelten Parameter entsprechen recht gut den Werten der
eingesetzten Bauelemente. Nur die Induktivitat der Spule weicht deutlich vom
Typenschild ab. Die eingesetzte Spule (Vorschaltgerat fir eine Hochdrucklampe) ist fiir
50 Hz vorgesehen (Material des Kerns) we/2x ist aber ca. 800 Hz.

3. Beim aperiodischen Fall ist die Messgenauigkeit auch bei exakter Messdurchfiihrung
nicht sehr hoch. Das zeigt eine Fehlerrechnung.
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u (2t,,)=-U, e nach §aufgelost ergibt den Fehler

A_S_ 6Mess_SSoll __AtMax _'_[AUO _AUL(ZtMax)jInl( UO J ”
d 680” tMax UO uL(ZtMax) _UL(ZtMax)

Bei Up = 5 V und uL(2tmax) ~ —100 mV wird In"() = 0,25. Das Hauptproblem ist die

Kurvenaufldsung wenn bei ui(2tmax) ein Pixel Unterschied fir den Kursor ca. 50 mV

ausmachen.

Nach Abklingen des schnellen Vorgangs konnte 6, genauer bestimmt werden. Flr

technische Zwecke kann bei geniigend grolem 61 der Vorgang in der Regel als

Verzogerung 1. Ordnung allein mit &, genahert werden.

53 Der Fehler wird z.B. mit dem totalen Differential berechnet.
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4 Ausblick, weitere Transformationen zur Signalanalyse

Neben der komplexen Rechnung, der Fourierreihe, der Fouriertransformation und der
Laplacetransformation wurde bereits die diskrete Fouriertransformation behandelt.

Daruber hinaus gibt es in der Regelungstechnik mit der Z-Transformation auch eine diskrete
Laplacetransformation, die fiir abgetastete Signale und deren Verarbeitung angewandt wird.

Die Fouriertransformation und die diskrete Fouriertransformation kénnen auch in einer zwei-,
drei- oder mehrdimensionalen Form (z.B. eine Ortsebene X, y oder ein Ortsraum X, Y, Z <>
Wellenzahlebene ky, ky oder ein Wellenzahlraum ky, ky, kz; mit den Wellenzahlen ky = 2 /A,
Ky =2m /Ay, K, =27 /A, — analog zu o = 2n/T) verwendet werden. Das wird inshesondere fir
die Bildbearbeitung genutzt. So entsprechen Kanten in der Ortsebene hohen Wellenzahlen in
der Wellenzahlebene und werden von Kompressionsmethoden (JPEG, MPEG ...) teilweise
eliminiert.

Nach dem gleichen Prinzip werden in der Bildbearbeitung verschiedene mathematische
Abbildungsfunktionen verwendet, die einen Ortsraum in einen Abbildungsraum
transformieren (z.B. Drehungen oder Verzerrungen). Dazu werden die digitalisierten
Pixeldaten in der Art der digitalen Transformationen behandelt. Hier liegt die Doméne des
Einsatzes der Signalprozessoren.
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5 Projektaufgabe

Die Projektaufgaben sind weitgehend selbstgesteuert zu wahlen, zu konzipieren und in
Gruppen zu bearbeiten.
Die Problemstellungen betrafen bisher folgenden Rahmen:
e Messtechnische Untersuchungen des Frequenzverhaltens z.B. von Vorverstarkern,
Mikrofonen und Lautsprechern zu ihrer Qualitatsbewertung.
e Untersuchung des Einflusses der Abtastfrequenz bei der Digitalisierung von
Audiosignalen.
e Bau und Erprobung einer Audioiibertragungsstrecke mit Sender und Empfanger fur
Frequenzmodulation.
e Untersuchung der Multitonmodulation mit DFT und inverser DFT sowie
Demonstration ihrer Funktionsweise mit Programmen auf dem PC.

Die Projektaufgaben beinhalten eine Dokumentation sowie eine Prasentation der erreichten
Ergebnisse.
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